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Πρόλογος

Η παρούσα εργασία περιστρέφεται γύρω από την ευρέως διαδεδοµένη ϑεωρία του πληθωρισµο-
ύ (inflation). Αρχικά διατυπώνονται τα προβλήµατα της µεγάλης έκρηξης τα οποία κατέστησαν
αναγκαία την εµφάνιση αυτής της ϑεωρίας, ενώ στην πορεία της εργασίας µελετώνται τα χα-
ϱακτηριστικά του ϕαινοµένου, οι προβλέψεις του καθώς και ο τρόπος µε τον οποίο οδηγεί το
σύµπαν στη σηµερινή του µορφή, ϑεωρητικά µε την παράθεση κάποιων αποσπασµάτων αλλά
και πρακτικά, µε αναλυτικές πράξεις. Τέλος, η εργασία πραγµατεύεται τη σύνδεση του τανυ-
στή Weyl µε το inflation και την τροποποίηση που αυτή επιφέρει στη ¨µέτρηση¨ ϐαρυτικών
κυµάτων.

Ολοκληρώνοντας τον πρόλογο αυτό, ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή µου κύριο Α-
λέξανδρο Κεχαγιά για τη ϐοήθεια και την καθοδήγηση που µου προσέφερε κατά την εκπόνηση
της διπλωµατικής εργασίας µου.
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0.1 Εισαγωγή

0.1.1 Προβλήµατα του Big Bang

Γνωρίζουµε ότι η ϑεωρία της µεγάλης έκρηξης είναι η πιο διαδεδοµένη ϑεωρία σήµερα µέσα
στους επιστηµονικούς κύκλους. Ωστόσο αντιµετωπίζει κάποια προβλήµατα, µερικά από τα
οποία είναι και τα παρακάτω :

• Magnetic-Monopoles problem

Ενώ από τη ϑεωρία προβλέπεται αφθονία µαγνητικών µονόπολων στο σύµπαν, σήµερα
δεν παρατηρούνται.

• Flatness problem

Από τη σχέση ρcr(t) = 3H2

8πG και τη 2η εξίσωση Friedmann ρ(t) = 3
8πG (H2 + k

a2 ), µπορο-
ύµε να ορίσουµε την κοσµολογική παράµετρο Ω(t) = ρ(t)

ρcr(t) ⇒ Ω(t)− 1 = k
(Ha)2 . Αυτή

είναι ουσιαστικά µία ποσότητα που µας δείχνει τη γεωµετρία του σύµπαντος. Συγκεκρι-
µένα, αν Ω > 1 το σύµπαν είναι ¨κλειστό¨, αν Ω < 1 το σύµπαν είναι ¨ανοικτό¨ και αν
Ω = 1 το σύµπαν είναι ¨επίπεδο¨. Σήµερα το Ω έχει µετρηθεί πολύ κοντά στη µονάδα. Το
πρόβληµα είναι ότι σε ένα radiation dominated universe το Ω(t)− 1 αυξάνεται ανάλογα
µε το a2 και σε ένα matter dominated universe το Ω(t)− 1 αυξάνεται ανάλογα µε το a.
Σε κάθε περίπτωση αυξάνεται δηλαδή, οπότε για να είναι σήµερα κοντά στη µονάδα, ϑα
έπρεπε και στην πολύ αρχή (ti = tPl ∼ 10−43s) να ϐρίσκεται ακόµα πιο κοντά στο 1.
Μάλιστα, έχει ϐρεθεί ότι ϑα πρέπει Ωi − 1 ∼ 10−60! (ϑα χρειαζόταν δηλαδή σηµαντικό
fine tuning)

• Horizon problem

Το σύµπαν είναι οµοιογενές, δηλαδή σε όποια κατεύθυνση και να κοιτάξουµε, ϑα δια-
πιστώσουµε ότι η ϑερµοκρασία είναι ίδια και περίπου ίση µε 2.75Κ (CMB 1960). Αυτό
όµως δηµιουργεί πρόβληµα, καθώς µέρη του σύµπαντος που απέχουν αποστάσεις µε-
γαλύτερες από την ηλικία του και συνεπώς δεν γίνεται να έχουν ¨επικοινωνήσει¨ µεταξύ
τους ή να έχουν έρθει σε επαφή, έχουν ίδια ϑερµοκρασία. Αυτό λοπόν έχει ϐρεθεί ότι ϑα
µπορούσε να συµβεί, µόνο εάν αρχικά ϐρίσκονταν το πολύ σε απόσταση µίας µοίρας !

Με αφετηρία τα παραπάνω προβλήµατα, ο Alan Guth πρότεινε το 1980 τη ϑεωρία του inflation.[2]

0.1.2 Η ϑεωρία του inflation

Inflation ονοµάζεται η περίοδος κατά την οποία η επέκταση του σύµπαντος επιταχύνθηκε
εκθετικά, µε τη ϐαρύτητα να δρα ως απωστική δύναµη. Η επιτάχυνση αυτή πραγµατοποιήθηκε
µε ταχύτητα µεγαλύτερη της ταχύτητας του ϕωτός και τελείωσε περίπου στα tf ∼ 10−34 −
10−36s. Ορίζεται µάλιστα και µία ποσότητα N = lnaendabeg

που δίνει τον αριθµό των e-folds,
ουσιαστικά δηλαδή µετράει την ¨ποσότητα¨ του inflation. ΄Εχει ϐρεθεί ότι για να µπορέσει
το inflation να λύσει τα προβλήµατα του Big Bang και να ϑεωρηθεί επιτυχηµένο, πρέπει να
διαρκέσει τουλάχιστον 75 e-folds.
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Για να κατανοήσουµε καλύτερα για τι µέγεθος µιλάµε, υπολογίζεται ότι κατά το inflation
το σύµπαν διπλασιάστηκε περίπου 100 ϕορές ! Το γεγονός ότι η ϐαρύτητα δρα σαν απωστική
δύναµη δεν είναι κάτι καινούριο σαν ιδέα, καθώς κάτι ανάλογο είχε προταθεί και από τον Ein-
stein στη γενική ϑεωρία της σχετικότητας, απλά µε διαφορετική µορφή (εκεί η κοσµολογική
σταθερά έπαιζε αυτό το ϱόλο για να επιτευχθεί ένα στατικό σύµπαν). Για να είναι επιτυχηµένο
το inflation, χρειάζεται επιπλέον να έχει µία οµαλή ¨µετάβαση¨ προς την επιβραδυνόµενη ε-
πέκταση Friedmann όπως ϕαίνεται και στο ακόλουθο διάγραµµα, ώστε να µην καταστραφεί η
οµοιογένεια του σύµπαντος.

Σχήµα 1: η µετάβαση από το inflation στην επιβραδυνόµενη επέκταση Friedmann, Physical Foundations
of Cosmology του V. Mukhanov

Η ϑεωρία του inflation λύνει τα προβλήµατα του Big Bang. Συγκεκριµένα, η επέκταση έγινε
τόσο αστραπιαία και ο όγκος πολλαπλασιάστηκε τόσο πολύ, που ακούγεται λογικό η πυκότητα
των µονοπόλων να έγινε πολύ µικρή καθώς και το σύµπαν να ϕαίνεται σχεδόν επίπεδο. Ε-
πίσης λύνει και το πρόβληµα του ορίζοντα, καθώς αυτό που υποστηρίζει είναι ότι όλο το ορατό
σύµπαν προέρχεται από µία µικρή οµοιογενή περιοχή (∼ 10−28cm), ακόµα και αν το σύµπαν
έξω από αυτήν είναι αρκετά ανοµοιογενές. Αυτό συµβαίνει γιατί σε ένα επιταχυνόµενο σύµπαν
υπάρχει πάντα ορίζοντας γεγονότων. ΄Ετσι, αντί να ϑεωρούµε ένα οµοιογενές σύµπαν µε πολ-
λές περιοχές που δεν έχουν ¨επικοινωνήσει¨ µεταξύ τους, ξεκινάµε µε µία µικρή οµοιογενή
περιοχή την οποία το inflation µετατρέπει σε γιγάντια (ενέργειες ∼ 1016GeV ), διατηρώντας την
οµοιογένεια ανεξάρτητα από τις συνθήκες που επικρατούν έξω από αυτή την περιοχή.

Με απλά λόγια, όλες οι περιοχές που ϐλέπουµε σήµερα προέρχονται από τότε. Κατά τη δι-
άρκεια του inflation ο ορίζοντας Hubble παραµένει σχεδόν σταθερός, ενώ το ϱευστό ϐγαίνει
συνεχώς εκτός µέχρι να επέλθει η οµοιογένεια. Στη συνέχεια, το σύµπαν αρχίζει να επεκτείνε-
ται κανονικά, µε τις περιοχές που εµφανίζονται σταδιακά να είναι αυτές που είχαν ϐγει εκτός
ορίζοντα προηγουµένως, και συνεπώς έχουν την ίδια ϑερµοκρασία και καµπυλότητα αφού
προέρχονται από την ίδια αρχικά µικρή περιοχή.

Από την 1η εξίσωση Friedmann έχουµε ότι ä = − 4π
3 G(ρ + 3p)a, άρα για να έχουµε επιταχυ-

νόµενη επέκταση (ä > 0), ϑα πρέπει ρ + 3p < 0. Ουσιαστικά δηλαδή, ϑα πρέπει να υπάρχει
αρνητική πίεση. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα είναι και αυτό που αναφέραµε προηγουµένως, δη-
λαδή το παράδειγµα της ϑετικής κοσµολογικής σταθεράς για την οποία ισχύει p = −ρ και
ρ + 3p = −2ρ < 0 (σύµπαν de Sitter). Αυτό ϐέβαια δεν αποτελεί κοµµάτι της ϑεωρίας του
inflation, καθώς δεν υπάρχει οµαλή µετάβαση στην επιβραδυνόµενη επέκταση Friedmann.[1]
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Η ϑεωρία του inflation µπορεί να περιγραφεί και µε ένα απλό ϑεωρητικό µοντέλο ενός
scalar πεδίου το οποίο ικανοποιεί την εξίσωση κατάστασης ρ + 3p < 0. Το πεδίο αυτό ονο-
µάζεται inflaton και κυριαρχεί στην ενεργειακή πυκνότητα του σύµπαντος κατά τη διάρκεια
του inflation. Θεωρώντας το scalar πεδίο ως ένα ιδανικό ϱευστό, µπορούµε να πάρουµε τις α-
κόλουθες σχέσεις για την πυκνότητα ενέργειας και την πίεση του οµοιογενούς κλασικού πεδίου

ρ =
1

2
φ̇2 + V (φ), p =

1

2
φ̇2 − V (φ)

Από τις παραπάνω σχέσεις και την εξίσωση κατάστασης, καταλήγουµε στη σχέση φ̇2 � V (φ).
Συνεπώς για να είναι το inflation επιτυχηµένο, ϑα πρέπει το φ̇2 (κινητική ενέργεια) να διατη-
ϱείται µικρό ως προς το δυναµικό, για περίπου 75 e-folds. Αυτό ουσιαστικά εξαρτάται από το
σχήµα του δυναµικού. Για να προσδιορίσουµε ποιά δυναµικά µπορούν να οδηγήσουν σε in-
flation, πρέπει να µελετήσουµε τη συµπεριφορά ενός οµοιογενούς κλασικού scalar πεδίου σε
ένα σύµπαν που επεκτείνεται. Η εξίσωση για αυτό το πεδίο µπορεί να εξαχθεί, αντικαθιστώντας
τις 2 σχέσεις που ϐρήκαµε για την πυκνότητα ενέργειας και την πίεση στη σχέση που αφορά
τη διατήρηση της ενέργειας, ρ̇ = −3H(ρ+ p) και το αποτέλεσµα είναι

φ̈+ 3Hφ̇+
∂V

∂φ
= 0

Η παραπάνω εξίσωση συµπίπτει µε την εξίσωση ενός αρµονικού ταλαντωτή µε µεγάλο όρο
τριβής ανάλογο του H, πράγµα που διευκολύνει µία κατάσταση slow-roll, στην οποία η επι-
τάχυνση του πεδίου είναι αµελητέα ως προς τον όρο τριβής. Επειδή για ένα γενικό δυναµικό
ισχύει H ∝ √ρ ∼

√
V , περιµένουµε ότι για µεγάλες τιµές του δυναµικού ο όρος τριβής πάλι

οδηγεί σε ένα στάδιο slow-roll inflation, όπου το φ̈ είναι αµελητέο συγκρινόµενο µε το 3Hφ̇.
Οπότε λοιπόν, παραλείποντας τον όρο φ̈ και ϑεωρώντας ότι φ̇2 � V , η εξίσωση για το πεδίο
γίνεται

3Hφ̇ = −V ′(φ)

Συνεπώς η κατάσταση slow-roll, όταν δηλαδή το inflaton κυλάει πολύ αργά στο πηγάδι δυνα-
µικού, απαιτεί την ικανοποίηση των 2 συνθηκών

• φ̇2 � V ⇒ (V ′)2

V � H2

• |φ̈| � |3Hφ̇| ⇒ |V ′′| � H2

Με ϐάση τις παραπάνω συνθήκες, ορίζουµε τις slow-roll parameters ε και η ως εξής

• ε = − Ḣ
H2 = 4πGN

φ̇2

H2 = φ̇2

2M̄2
PlH

2 = 1
16πGN

(
V ′

V

)2

• η = 1
8πGN

(
V ′′

V

)
= 1

3
V ′′

H2
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όπου M̄Pl η reduced Planck mass, για την οποία ισχύει

M̄2
Pl =

1

8πGN
=
M2
Pl

8π

Η παράµετρος ε δείχνει πώς αλλάζει ο Hubble rate σε σχέση µε το χρόνο, κατά τη διάρκεια του
inflation. Εφόσον ä

a = Ḣ +H2 = (1− ε)H2, inflation ϑα έχουµε µόνο εάν ε < 1. Γενικότερα,
το slow-roll απαιτεί ε� 1 και |η| � 1. Κατά τη διάρκεια του inflation, οι slow-roll parameters
µπορούν να ϑεωρηθούν σχεδόν σταθερές, καθώς το δυναµικό V (φ) είναι πολύ flat.

Επιπλέον, το inflation είναι µία περίοδος στην οποία συµβαίνει ¨supercooled expansion¨, κα-
ϑώς η ϑερµοκρασία πέφτει από τους 1027K στους 1022K. ΄Οταν τελειώνει, δηλαδή όταν η
δυναµική ενέργεια του inflaton γίνεται µικρότερη από την κινητική του ενέργεια, η ϑερµο-
κρασία επανέρχεται στα αρχικά επίπεδα (reheating), καθώς η µεγάλη δυναµική ενέργεια του
inflaton µέσω διάσπασης µετατρέπεται σε σωµατίδια. Συνεπώς, γεµίζει το σύµπαν ηλεκτροµα-
γνητική ακτινοβολία και ξεκινάει η ϕάση που κυριαρχεί η ακτινοβολία.[2]

Το inflation, εκτός από την πιο απλή περίπτωση ενός scalar πεδίου µε δυναµικό που ικανο-
ποιεί τις συνθήκες slow-roll, µπορεί να επιτευχθεί και µε άλλους τρόπους. Αρχικά, µπορεί
να συµβεί µέσω ενός ϕερµιονικού πεδίου το οποίο περιγράφεται ως ένα effective scalar πεδίο.
Επίσης, inflation µπορεί να προκύψει από ϑεωρίες higher derivative gravity, οι οποίες είναι
conformally ισοδύναµες µε την Einstein gravity συν ένα επιπλέον πεδίο. Γνωρίζουµε ότι η
Einstein gravity είναι η µόνη metric ϑεωρία στις 4 διαστάσεις η οποία δίνει εξισώσεις κίνησης
δευτέρου ϐαθµού. Οπότε, εάν το δυναµικό του επιπλέον αυτού πεδίου ικανοποιεί τις συνθήκες
slow-roll, τότε έχουµε λύση inflation στο conformal frame. Εν γένει, η conformal µετρική
και η ϕυσική µετρική περιγράφουν manifolds µε διαφορετικές γεωµετρίες, οπότε τα τελικά
αποτελέσµατα πρέπει να είναι εκφρασµένα ως προς τη ϕυσική µετρική. Στη συγκεκριµένη πε-
ϱίπτωση όµως, η conformal µετρική συσχετίζεται µε τη ϕυσική µετρική µέσω ενός παράγοντα
που εξαρτάται µόνο από την καµπυλότητα και ο οποίος δεν µεταβάλλεται σηµαντικά. Συνεπώς,
inflation έχουµε και στο original physical frame. Ακόµα, inflation µπορεί να επιτευχθεί και
χωρίς όρο δυναµικού. Για παράδειγµα, µπορεί να συµβεί όταν η δράση εξαρτάται µη γραµµικά
από την κινητική ενέργεια ενός scalar πεδίου (k inflation).

Υπάρχουν διάφοροι τύποι δυναµικών που έχουν µελετηθεί όσον αφορά την περίπτωση ενός
scalar πεδίου µε κανονική κινητική ενέργεια, κάποιοι από τους οποίους είναι και οι παρακάτω

• New inflation : ϐασίζεται σε ένα δυναµικό τύπου Coleman-Weinberg. Καθώς το δυ-
ναµικό είναι αρκετά επίπεδο και έχει µέγιστο στο φ = 0, το scalar πεδίο ϕεύγει από
το µέγιστο λόγω κβαντικών διαταραχών. Στη συνέχεια κάνει slow-roll µέχρι το ολικό
ελάχιστο όπου και η ενέργεια ελευθερώνεται οµοιογενώς σε όλο το σύµπαν.

• Chaotic inflation : αφορά τη γενικότερη δυνατή κλάση δυναµικών που ικανοποιούν τις
συνθήκες slow-roll. Ο όρος chaotic αναφέρεται στην πιθανότητα οι αρχικές συνθήκες
για το scalar πεδίο να είναι σχεδόν τυχαίες.
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Βλέπουµε τις δύο περιπτώσεις στα ακόλουθα διαγράµµατα

Σχήµα 2: new και chaotic inflation, Physical Foundations of Cosmology του V. Mukhanov

0.1.3 Inflation και quantum fluctuations

Μετρήσεις του CMB (cosmic microwave background) δείχνουν ότι το σύµπαν ήταν πολύ ο-
µοιογενές και ισότροπο. Σήµερα όµως, το σύµπαν έχει µία καλά δοµηµένη µη γραµµική
δοµή. Αυτή η δοµή παίρνει τη µορφή γαλαξιών, συµπλεγµάτων γαλαξιών και σε µεγαλύτερη
κλίµακα, κενών, ¨φύλλων¨ και ιστών γαλαξιών. Μελέτες όµως δείχνουν, ότι έπειτα από λίγες
εκατοντάδες megaparsecs οι ανοµοιογένειες στην κατανοµή της πυκνότητας παραµένουν µι-
κρές. Η απάντηση στο πώς µη γραµµικές δοµές ϑα µπορούσαν να δηµιουργηθούν από µικρές
αρχικές διαταραχές, ϐασίζεται στο γεγονός της ϐαρυτικής αστάθειας, της ϕυσικής ιδιότητας της
ϐαρύτητας κατά την οποία η ύλη συσσωρεύεται στις περιοχές υψηλής πυκνότητας , αυξάνοντας
έτσι τις ήδη υπάρχουσες ανοµοιογένειες.

Η ϑεωρία του inflation εξηγεί επίσης την προέλευση των αρχέγονων αυτών ανοµοιογενειών(
δρ
ρ ∼ 10−5

)
, οι οποίες αποτέλεσαν τη ϐάση πάνω στην οποία σχηµατίστηκε η σηµερινή δοµή

του σύµπαντος. Οι αρχέγονες διαταραχές προέρχονται από κβαντικά fluctuations. Αυτό συµ-
ϐαίνει γιατί το inflaton είναι ένα κβαντικό πεδίο, πράγµα που σηµαίνει ότι όσο κάνει slow-roll
στο δυναµικό παίρνει διαφορετικές τιµές στο χώρο, καθώς υπάρχει κατανοµή πιθανοτήτων. Σε
κάθε e-fold παράγονται καινούρια fluctuations τα οποία αθροίζονται µε τα προηγούµενα. Τα
fluctuations λοιπόν αυτά, ενώ έχουν σηµαντικά πλάτη µόνο σε κλίµακες κοντά στο planck
length, κατά το inflation γίνονται stretched σε galactic scales µε σχεδόν σταθερό πλάτος.

Μία απλή περιγραφή του ϕαινοµένου είναι η εξής : Τα modes, δηλαδή η απεικόνιση των spa-
tial variations στο χώρο Fourier, έχουν µήκος κύµατος µικρότερο του Hubble horizon. Κατά
το inflation, ενώ ο Hubble rate παραµένει σχεδόν σταθερός (όχι τελείως σταθερός, καθώς η
επέκταση είναι quasi de Sitter), τα modes γίνονται stretched σε superhorizon length. Το
κοµµάτι των modes που είναι µέσα στον Hubble horizon εξακολουθεί να ταλαντώνεται, ενώ
αυτό που ϐγαίνει εκτός ¨παγώνει¨, δηλαδή γίνεται κλασικό. Στο τέλος του inflation, ο Hubble
horizon επεκτείνεται καλύπτοντάς τα και αυτά είναι που στη συνέχεια δηµιουργούν τις ανισο-
τροπίες στη ϑερµοκρασία και την ύλη που παρατηρούµε σήµερα. Καθώς το inflation δηλαδή
τελειώνει, ο Hubble rate µεγαλώνει γρηγορότερα από τον scale factor, ενώ πριν συνέβαινε το
αντίθετο. Στο παρακάτω διάγραµµα απεικονίζονται τα quantum fluctuations του inflaton ως
προς τον scale factor

8



Σχήµα 3: quantum fluctuations συναρτήσει scale factor, Physical Foundations
of Cosmology του V. Mukhanov

Από το διάγραµµα ϕαίνονται πιο καθαρά ορισµένα πράγµατα. Καταρχάς, µέσα στον ο-
ϱίζοντα το πλάτος της ταλάντωσης πέφτει ανάλογα µε το a−1, ενώ µετά το mode ¨παγώνει¨ και
γίνεται stretched σε galactic scales µε σχεδόν ίδιο πλάτος (παρατηρούµε µία ελάχιστη αύξη-
ση). ΄Επειτα, κατά την περίοδο του reheating παραµένει σταθερό.

Γενικά, δεν υπολογίζεται το πλάτος αλλά το ϕάσµα των quantum fluctuations, δηλαδή η ε-
ξάρτηση από το µήκος κύµατος. Συγκεκριµένα, παρατηρούνται λογαριθµικές αποκλίσεις από
ένα flat ϕάσµα. Ισχύει δ2

φ(k) ∝ kns−1, όπου ns ο spectral index για τον οποίο γνωρίζουµε
ότι όταν ns = 1, το ϕάσµα είναι flat. Εδώ, το ns έχει µετρηθεί 0.95, πολύ κοντά στη µονάδα,
πράγµα που σηµαίνει ότι το ϕάσµα είναι σχεδόν scale invariant. Επίσης, το γεγονός ότι ns < 1
µεταφράζεται ως red tilt, πράγµα που µπορεί να οφείλεται στο γεγονός ότι το inflaton έχει µάζα
και ο Hubble rate δεν είναι τελείως σταθερός.

Επίσης, κατά το inflation παράγονται ϐαρυτικά κύµατα το ϕάσµα των οποίων πάλι παρουσι-
άζει red tilt. Για αυτά έχει ϐρεθεί ότι σε superhorizon scales έχουν σταθερό πλάτος, ενώ όταν
εισέρχονται στον ορίζοντα το πλάτος τους πέφτει ανάλογα µε το a−1.

Από το διάγραµµα αντιλαµβανόµαστε επίσης, ότι όσο το µέγεθος των fluctuations δε νιώθει την
καµπυλότητα του σύµπαντος (< H−1) τόσο ϑα µειώνεται το πλάτος. Σε ένα επιβραδυνόµενο
σύµπαν, H−1 = a

ȧ > λph ∼ a, γιατί το ȧ µειώνεται. Οπότε, αν τα fluctuations ϐρίσκονται
µέσα στον ορίζοντα ϑα µειωθούν, ενώ αν ϐρίσκονται εκτός, σύντοµα ϑα ϐρεθούν µέσα και ϑα
µειωθούν και αυτά. Αντίθετα, σε ένα επιταχυνόµενο σύµπαν, H−1 = a

ȧ < λph ∼ a. Συνεπώς,
τα fluctuations που ϐρίσκονται µέσα στον ορίζοντα σύντοµα ϐγαίνουν εκτός, ¨νιώθοντας¨ την
καµπυλότητα που δεν τους ¨επιτρέπει¨ να µειωθούν.

Μία άλλη ϑεωρία γύρω από το inflation ονοµάζεται eternal inflation και υποστηρίζει ότι καθώς
το inflaton είναι κβαντικό πεδίο, υπάρχει πιθανότητα να ϐρίσκεται πιο πίσω ή ακόµα και να
µην κάνει roll down το δυναµικό. Συνεπώς ϑα υπάρχουν κοµµάτια στα οποία το inflation
έχει τελειώσει, άλλα στα οποία ϑα συµβαίνει ακόµα και κάποια άλλα στα οποία ϑα γίνεται ¨για
πάντα¨. ΄Αρα η εικόνα έχει ως εξής : Θα υπάρχει ένα multiverse µέσα στον οποίο ϑα ϐρίσκο-
νται πολλά pocket universes σαν το δικό µας, και ο χώρος µεταξύ τους ϑα αυξάνει µε εκθετικό
ϱυθµό.[1]
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0.2 Inflation και cosmological perturbations

0.2.1 Quantum fluctuations γενικού scalar άµαζου πεδίου κατά το in-
flation

΄Εστω ένα γενικό άµαζο πεδίο χ το οποίο δεν είναι το inflaton και έστω µία de Sitter εποχή
κατά την οποία ο Hubble rate είναι σταθερός. Αν το αναπτύξουµε σε Fourier modes, έχουµε

δχ(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
eikxδχk(t)ak + h.c.

όπου ak ο κλασικός τελεστής καταστροφής. Οπότε, µπορούµε να γράψουµε την εξίσωση για
τα fluctuations ως

δχ̈k + 3Hδχ̇k +
k2

a2
δχk = 0 (1)

• Για µήκη κύµατος µέσα στην ακτίνα Hubble (λ � H−1), οι αντίστοιχοι κυµαταριθµοί
ικανοποιούν τη σχέση k � aH. Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να αγνοήσουµε τον
όρο τριβής 3Hδχ̇k, οπότε

δχ̈k +
k2

a2
δχk = 0

η οποία είναι ουσιαστικά η εξίσωση κίνησης ενός αρµονικού ταλαντωτή. Φυσικά, ο όρος
της συχνότητας k2

a2 εξαρτάται από τον χρόνο καθώς το a αυξάνει εκθετικά. Ποσοτικά
όµως, περιµένουµε ότι όταν το µήκος κύµατος είναι µέσα στον ορίζοντα, το fluctuation
ταλαντώνεται.

• Για µήκη κύµατος πέρα από την ακτίνα Hubble (λ� H−1), οι αντίστοιχοι κυµαταριθµοί
ικανοποιούν τη σχέση k � aH. Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να αγνοήσουµε τον
όρο k2

a2 , οπότε

δχ̈k + 3Hδχ̇k = 0

σύµφωνα µε την οποία σε super-Hubble scales, το δχk παραµένει σταθερό.

Οπότε έχουµε την ακόλουθη εικόνα : ϑεωρούµε ένα fluctuation του οποίου το αρχικό µήκος
κύµατος λ ∼ a

k είναι µέσα στην ακτίνα Hubble. Αυτό ταλαντώνεται µέχρι το µήκος κύµατος
να γίνει της τάξης του ορίζοντα και όταν το µήκος κύµατος διασχίζει την ακτίνα Hubble, τότε
το fluctuation σταµατά την ταλάντωση και ¨παγώνει¨.
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Για να εξετάσουµε την εξέλιξη του fluctuation πιο ποσοτικά, ορίζουµε δχk = δσk
a και δου-

λεύουµε στον conformal time dτ = dt
a . Εφόσον µελετάµε επέκταση de Sitter, παίρνουµε τον

scale factor να µεγαλώνει εκθετικά ως a ∼ eHt, οπότε ο αντίστοιχος conformal factor είναι

a(τ) = − 1

Hτ
(τ < 0)

Η αρχή του inflation συµπίπτει µε κάποιον αρχικό χρόνο τ � 0. Η (1) τότε γίνεται

δσ′′k +

(
k2 − a′′

a

)
δσk = 0 (2)

Παρατηρούµε µία εξίσωση η οποία είναι πολύ κοντά σε µία εξίσωση για ένα Klein-Gordon
scalar πεδίο σε έναν flat χωρόχρονο, µε τη µόνη διαφορά ότι υπάρχει ένας αρνητικός όρος
χρονοεξαρτόµενης µάζας −a

′′

a = − 2
τ2 . Από τη στιγµή που k

aH = −kτ

• σε sub-Hubble scales k2 � a′′

a . Η (2) τότε γίνεται

δσ′′k + k2δσk = 0

της οποίας η λύση είναι επίπεδο κύµα

δσk = A1
e−ikτ√

2k
+A2

eikτ√
2k

(k � aH)

Βρίσκουµε δηλαδή ότι τα fluctuations µε µήκη κύµατος µέσα στον ορίζοντα, ταλαντώνο-
νται ακριβώς όπως στον flat χωρόχρονο. Στη UV περιοχή, δηλαδή για µήκη κύµατος
πολύ µικρότερα από την κλίµακα της ακτίνας Hubble, περιµένουµε ότι η προσέγγιση
του χωρόχρονου ως flat είναι µία καλή προσέγγιση. Η επιλογή των συντελεστών A1 και
A2 είναι ουσιαστικά η επιλογή του κενού η οποία είναι στάνταρ, καθώς επιλέγουµε το
κενό Bunch-Davies, την κατάσταση δηλαδή που ελαχιστοποιεί την αναµενόµενη τιµή
του κενού της χαµιλτονιανής. Εδώ αυτό αντιστοιχεί µε A1 = 1 και A2 = 0, οπότε

δσk =
e−ikτ√

2k
(k � aH).

• σε super-Hubble scales k2 � a′′

a . Η (2) τότε γίνεται

δσ′′k −
a′′

a
δσk = 0
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της οποίας η λύση είναι

δσk = B(k)a (k � aH)

όπου B(k) είναι σταθερά της ολοκλήρωσης.

Εξισώνοντας τις απόλυτες τιµές των 2 λύσεων στο k = aH(−kτ = 1), µπορούµε να προσδιο-
ϱίσουµε την απόλυτη τιµή της σταθεράς B(k)

|B(k)|a =
1√
2k
⇒ |B(k)| = 1

a
√

2k
=

H√
2k3

Γράφοντας στη συνέχεια τα αποτελέσµατα ως προς την original µεταβλητή δχk, παρατηρούµε
ότι τα quantum fluctuations του πεδίου χ στις super-Hubble scales είναι σταθερά και πε-
ϱίπου ίσα µε

|δχk| '
H√
2k3

(ON SUPER-HUBBLE SCALES)

Στην πραγµατικότητα, η εξίσωση (2) έχει ακριβή λύση την

δσk =
e−ikτ√

2k

(
1− i

kτ

)

η οποία αναπαράγει πλήρως όλα τα ποιοτικά συµπεράσµατα που ϐρήκαµε προηγουµένως στις
2 περιοχές k � aH και k � aH. Ο λόγος λοιπόν για τον οποίο κάναµε την προηγούµενη
διαδικασία, είναι για να αναδείξουµε τη χρησιµότητά της σε περίπτωση που η ακριβής λύση
δεν είναι γνωστή.

0.2.2 Quantum fluctuations γενικού µαζικού πεδίου σε µία ϕάση de
Sitter

Μέχρι εδώ, ϐρήκαµε τις εξισώσεις για τα quantum perturbations ενός γενικού άµαζου πεδίου,
µη λαµβάνοντας προφανώς υπ΄ όψιν τον τετραγωνικό όρο µάζαςm2

χ. ΄Οταν λοιπόν ο όρος αυτός
είναι παρών, η (2) γίνεται

δσ′′k + [k2 +M2(τ)]δσk = 0 (3)
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όπου

M2(τ) = (m2
χ − 2H2)a2(τ) =

1

τ2

(
m2
χ

H2
− 2

)

Οπότε µπορούµε να γράψουµε την (3) ως

δσ′′k +

[
k2 − 1

τ2

(
ν2
χ −

1

4

)]
δσk = 0 (4)

όπου

ν2
χ =

(
9

4
−
m2
χ

H2

)

Η γενική λύση της παραπάνω εξίσωσης για νχ πραγµατικό, είναι

δσk =
√
−τ [c1(k)H(1)

νχ (−kτ) + c2(k)H(2)
νχ (−kτ)]

όπου H(1)
νχ και H(2)

νχ οι συναρτήσεις Hankel πρώτου και δευτέρου είδους αντίστοιχα. Επιβάλ-
λοντας πάλι το κενό Bunch-Davies, δηλαδή ότι στην UV περιοχή k � aH(−kτ � 1) η λύση
συµπίπτει µε τη λύση επίπεδου κύµατος e−ikτ√

2k
και γνωρίζοντας ότι

H(1)
νχ (x� 1) ∼

√
2

πx
ei(x−

π
2 νχ−

π
4 ), H(2)

νχ (x� 1) ∼
√

2

πx
e−i(x−

π
2 νχ−

π
4 )

ϑέτουµε c2(k) = 0 και c1(k) =
√
π

2 ei
π
2 ( 1

2 +νχ). Οπότε η γενική λύση γίνεται

δσk =

√
π

2
ei
π
2 ( 1

2 +νχ)
√
−τH(1)

νχ (−kτ) (5)

Στις super-Hubble κλίµακες, εφόσον H(1)
νχ (x � 1) ∼

√
2
π e
−iπ2 2(νχ− 3

2 )
(

Γ(νχ)

Γ( 3
2 )

)
x−νχ , η (5)

γίνεται

δσk = ei(νχ−
1
2 )π2 2(νχ− 3

2 ) Γ(νχ)

Γ( 3
2 )

1√
2k

(−kτ)
1
2−νχ
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Γράφοντας πάλι τα αποτελέσµατα ως προς την παλιά µεταβλητή δχk, ϐρίσκουµε ότι στις
super-Hubble κλίµακες το fluctuation µε µη µηδενική µάζα δεν είναι ακριβώς σταθερό, αλλά
έχει µία µικρή χρονική εξάρτηση της µορφής

|δχk| '
H√
2k3

(
k

aH

) 3
2−νχ

(ON SUPER-HUBBLE SCALES)

όπου εάν ορίσουµε κατ΄ αναλογία µε τα slow-roll parameters ε και η για το inflaton την πα-
ϱάµετρο ηχ =

(
m2
χ

3H2

)
� 1, τότε

3

2
− νχ ' ηχ

0.2.3 Power spectrum

Το power spectrum είναι µία χρήσιµη ποσότητα που χαρακτηρίζει τις ιδιότητες των perturba-
tions. Για µία γενική ποσότητα g(x, t) η οποία µπορεί να αναπτυχθεί στο χώρο Fourier ως

g(x, t) =

∫
d3k

(2π)3
eikxgk(t)

το power spectrum ορίζεται ως

< 0|gk1gk2|0 >≡ (2π)3δ(3)(k1 + k2)|gk|2

όπου |0 > είναι η κβαντική κατάσταση του κενού στο σύστηµά µας. Αυτός ο ορισµός οδηγεί
στη σχέση

< 0|g2(x, t)|0 >=

∫
d3k

(2π)3
gkg−k =

∫
d3k

(2π)3
|gk|2 =

∫
dk

k
Pg(k)

η οποία καθορίζει το power spectrum των perturbations του πεδίου g(x, t) ως

Pg(k) =
k3

2π2
|gk|2
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0.2.4 Quantum fluctuations γενικού scalar πεδίου σε µία ϕάση quasi
de Sitter

Μέχρι τώρα, είδαµε τη χρονική εξέλιξη και το ϕάσµα των quantum fluctuations ενός γενικού
scalar πεδίου χ, ϑεωρώντας ότι ο scale factor εξελίσσεται όπως σε µία επέκταση de Sitter,
δηλαδή a(τ) = − 1

(Hτ) . ΄Οµως, κατά τη διάρκεια του inflation ο Hubble rate δεν είναι ακριβώς
σταθερός, αλλά αλλάζει µε το χρόνο ως Ḣ = −εH2 (quasi de Sitter). Στη συνέχεια λοιπόν,
ϑα ασχοληθούµε µε τα perturbations σε µία επέκταση quasi de Sitter. Χρησιµοποιώντας τον
ορισµό του conformal time, ϐρίσκουµε ότι ο scale factor για µικρές τιµές του ε γίνεται

a(τ) = − 1

H

1

τ (1+ε)

Οπότε, η εξίσωση (3) έχει τώρα έναν τετραγωνικό όρο µάζας

M2(τ) = m2
χa

2 − a′′

a

όπου

a′′

a
' 1

τ2
(2 + 3ε)

Γράφοντας m2
χ

H2 = 3ηχ και κάνοντας expand γύρω από µικρές τιµές των ε και ηχ, παίρνουµε
την (4) µε

νχ '
3

2
+ ε− ηχ

Με ϐάση τα παραπάνω αποτελέσµατα, µπορούµε να υπολογίσουµε το power spectrum των flu-
ctuations του scalar πεδίου χ. Τα fluctuations είναι σχεδόν ¨παγωµένα¨ στις super-Hubble
κλίµακες (η χρονική εξάρτηση προέρχεται από τον όρο µάζας και όχι από την απόκλιση από
την de Sitter). ΄Ενας τρόπος για τον χαρακτηρισµό των perturbations είναι ο υπολογισµός του
ϕάσµατος σε κλίµακες µεγαλύτερες από την ακτίνα Hubble στο τέλος του inflation (ο Hubble
rate ισούται µε a′

a2 ∼ τ
ε)

Pδχ(k) ≡ k3

2π2
|δχk|2 =

(
He

2π

)2(
k

ke

)3−2νχ

όπου ke = aeHe. Μπορούµε να ορίσουµε ακόµα τον spectral index nδχ των fluctuations ως
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nδχ − 1 =
dlnPδφ
dlnk

= 3− 2νχ = 2ηχ − 2ε

Το power spectrum των fluctuations του scalar πεδίου χ είναι λοιπόν σχεδόν flat, δηλαδή
σχεδόν ανεξάρτητο από το µήκος κύµατος λ = π

k . Επίσης, το πλάτος των fluctuations στις
super-Hubble κλίµακες δεν εξαρτάται σχεδόν καθόλου από τον χρόνο στον οποίο τα fluctua-
tions διασχίζουν την ακτίνα Hubble και ¨παγώνουν¨. Η µικρή απόκλιση του power spectrum
από το flat, προέρχεται από το γεγονός ότι το scalar πεδίο έχει µάζα και επειδή κατά τη διάρ-
κεια του inflation ο Hubble rate δεν είναι τελείως σταθερός, αλλά εξαρτάται από τη slow-roll
parameter ε. Μπορούµε να πούµε ότι το ϕάσµα των perturbations είναι µπλε, εάν nδχ > 1
(πιο ισχυρό στο UV) και κόκκινο, εάν nδχ < 1 (πιο ισχυρό στο υπέρυθρο).

Εφόσον στις super-Hubble κλίµακες (η χρονική εξάρτηση της απόκλισης από την de Sitter
εξαφανίζεται όταν δχk = aδσk)

δχk '
H√
2k3

(
k

aH

)ηχ
' H√

2k3

[
1 + ηχln

(
k

aH

)]

τότε

|δχ̇k| ' |Hηχδχk| � |Hδχk|

Συνεπώς, στις super-Hubble κλίµακες η εξάρτηση των perturbations από τον χρόνο µπορεί
να ϑεωρηθεί αµελητέα εάν χρειαστεί.
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0.3 Quantum fluctuations κατά τη διάρκεια του inflation

΄Οπως είδαµε προηγουµένως, τα fluctuations δηµιουργήθηκαν κατά τη διάρκεια του infla-
tion και έγιναν stretched σε αστρονοµικές κλίµακες, εξαιτίας της αστραπιαίας επέκτασης του
σύµπαντος κατά τη διάρκεια µίας quasi de Sitter εποχής.

Σύµφωνα µε το προηγούµενο ϑεωρητικό κοµµάτι, τα perturbations ενός γενικού scalar πεδίου
χ δηµιουργούνται κατά τη διάρκεια µίας quasi de Sitter επέκτασης. Το πεδίο inflaton είναι
ένα scalar πεδίο, οπότε συµπεραίνουµε ότι ϑα δηµιουργούνται και τα inflaton fluctuations.
΄Οµως, το inflaton είναι ξεχωριστό όσον αφορά τα perturbations και ο λόγος είναι πολύ απλός.
΄Εχουµε υποθέσει ότι το πεδίο inflaton κυριαρχεί στην ενεργειακή πυκνότητα του σύµπαντος
κατά τη διάρκεια του inflation. Κάθε perturbation του πεδίου inflaton σηµαίνει perturbation
του stress energy-momentum tensor

δφ⇒ δTµν

Το perturbation του stress energy-momentum tensor δηµιουργεί µέσω των εξισώσεων Ein-
stein perturbation στη µετρική

δTµν ⇒
[
δRµν −

1

2
δ(gµνR)

]
= 8πGδTµν ⇒ δgµν

Από την άλλη, perturbation στη µετρική δηµιουργεί back reaction στην εξέλιξη του inflaton
perturbation, µέσω της εξίσωσης Klein-Gordon για το πεδίο inflaton

δgµν ⇒ δ

(
−∂µ∂µφ+

∂V

∂φ

)
= 0⇒ δφ

Η παραπάνω λογική ¨αλυσίδα¨ µας οδηγεί στο συµπέρασµα, ότι τα perturbations του πεδίου
inflaton και της µετρικής είναι στενά συνδεδεµένα το ένα µε το άλλο και πρέπει γι΄ αυτό το
λόγο να µελετηθούν µαζί

δφ⇐⇒ δgµν

Για να κατανοήσουµε γιατί όντως κατά τη διάρκεια του inflation είναι παρόντα τα fluctuations,
διαχωρίζουµε το πεδίο inflaton στην κλασική τιµή φ0 συν το κβαντικό fluctuation δφ, δηλαδή
γράφουµε φ(x, t) = φ0(t)+δφ(x, t), όπου το κβαντικό perturbation δφ ικανοποιεί την εξίσωση
κίνησης

δφ̈+ 3Hδφ̇+ V ′′δφ = 0
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Παραγωγίζοντας τώρα την κλασική εξίσωση που ικανοποιεί το inflaton ως προς το χρόνο
και ϑεωρώντας το H σταθερό (de Sitter επέκταση), έχουµε

...
φ 0 + 3Hφ̈0 + V ′′φ̇0 = 0

Βλέπουµε ότι το φ̇0 και το δφ υπακούουν στην ίδια εξίσωση, συνεπώς οι λύσεις ϑα σχετίζονται
µεταξύ τους µέσω κάποιας σταθεράς αναλογίας η οποία ϑα εξαρτάται µόνο από το χώρο

δφ = −φ̇0δt(x)

Οπότε, το φ(x, t) ϑα είναι της µορφής

φ(x, t) = φ0(x, t− δt(x))

Η παραπάνω εξίσωση δείχνει ότι το πεδίο inflaton δεν παίρνει την ίδια τιµή σε δεδοµένη χρο-
νική στιγµή t σε όλο το χώρο. Αντί γι΄ αυτό, όταν το inflaton κάνει roll down το δυναµικό του,
παίρνει διαφορετικές τιµές από το ένα χωρικό σηµείο x στο άλλο. Το πεδίο inflaton δεν είναι
οµοιογενές και υπάρχουν fluctuations τα οποία στη συνέχεια ϑα δηµιουργήσουν fluctuations
στη µετρική.

0.3.1 Metric fluctuations

Τα µαθηµατικά εργαλεία µε τα οποία µπορούµε να περιγράψουµε τη γραµµική εξέλιξη των co-
smological perturbations προκύπτουν από τη διαταραχή σε πρώτη τάξη της FRW µετρικής g(0)

µν

gµν = g(0)
µν (t) + δgµν(x, t); δgµν � g(0)

µν

Τα perturbations της µετρικής µπορούν να αποσυντεθούν σε :

• scalar perturbations

• vector perturbations

• tensor perturbations

Τα tensor perturbations ή αλλιώς ϐαρυτικά κύµατα έχουν spin 2 και είναι οι πραγµατικοί
ϐαθµοί ελευθερίας του ϐαρυτικού πεδίου. Τα vector perturbations είναι modes spin 1 που
προκύπτουν από πεδία περιστροφικών ταχυτήτων (rotational velocity fields), ενώ τέλος τα
scalar perturbations έχουν spin 0.
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Σε γραµµικό ϐαθµό, τα scalar, vector και tensor perturbations εξελίσσονται ανεξάρτητα
και γι΄ αυτό το λόγο είναι δυνατή η ξεχωριστή ανάλυσή τους. Τα vector perturbations δεν
εµφανίζονται κατά τη διάρκεια του inflation, καθώς δεν υπάρχουν πεδία περιστροφικών ταχυ-
τήτων. Προς το παρόν δεν ϑα ασχοληθούµε µε τα tensor perturbations, οπότε ϑα εστιάσουµε
στους scalar ϐαθµούς ελευθερίας της µετρικής.

Θεωρώντας µόνο τους scalar ϐαθµούς ελευθερίας της perturbed µετρικής, η πιο γενική per-
turbed µετρική γράφεται ως

gµν = a2

[
−(1 + 2Φ) ∂iB

∂iB (1− 2Ψ)δij +DijE

]

ενώ το στοιχείο γραµµή µπορεί να γραφεί ως

ds2 = a2[−(1+2Φ)dτ2+2∂iBdτdx
i+((1−2Ψ)δij+DijE)dxidxj ], µεDij = (∂i∂j− 1

3δij∇
2)

Οπότε, τώρα χρειάζεται να ϐρούµε την αντίστροφη µετρική gµν σε γραµµικό ϐαθµό

gµαgαν = δµν

΄Αρα, έχουµε να λύσουµε τις εξισώσεις

(gµα(0) + gµα)(g(0)
αν + gαν) = δµν (6)

όπου gµα(0) είναι απλά η unperturbed FRW µετρική.

Από τη στιγµή που

gµν(0) =
1

a2

[
−1 0
0 δij

]

µπορούµε να γράψουµε γενικά

g00 =
1

a2
(−1 +X)

g0i =
1

a2
∂iY

gij =
1

a2
[(1 + 2Z)δij +DijK]
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εκφράσεις στην (6), ϐρίσκουµε για µ = ν = 0

1

a2
(−1 +X)a2(−1−2Φ) +

1

a2
∂iY a2∂iB = 1⇒ 1 + 2Φ−X−2ΦX+∂iY ∂iB = 1⇒ X = 2Φ

Στην παραπάνω έκφραση αγνοήσαµε τους όρους −2ΦX και ∂iY ∂iB, επειδή είναι δευτέρου
ϐαθµού ως προς τα perturbations.

Πράττουµε ανάλογα και για τα στοιχεία µ = 0, ν = i της εξίσωσης (6), οπότε σε πρώτη τάξη πάλι

1

a2
(−1 +X)a2∂iB +

1

a2
∂jY a2[(1− 2Ψ)δij +DijE] = 0⇒

− ∂iB +X∂iB + ∂iY − 2∂iYΨ + ∂jY DijE = 0⇒ −∂iB + ∂iY = 0⇒ Y = B

Τέλος, για τα στοιχεία µ = i, ν = j αγνοώντας όρους δευτέρου ϐαθµού, έχουµε

1

a2
∂iY a2∂jB +

1

a2
[(1 + 2Z)δik +DikK]a2[(1− 2Ψ)δkj +DkjE] = δij ⇒

(1 + 2Z − 2Ψ)δij +Di
jK +Di

jE = δij ⇒ Z = Ψ , K = −E

Οπότε η αντίστροφη µετρική gµν έρχεται στην τελική της µορφή

gµν =
1

a2

[
−1 + 2Φ ∂iB
∂iB (1 + 2Ψ)δij −DijE

]

0.3.2 Perturbed affine connections-Einstein’s tensor

Παρακάτω ϑα υπολογίσουµε τα perturbed affine connections και Einstein’s tensor. Αρχικά,
τα unperturbed affine connections δίνονται ως εξής

Γ0
00 =

a′

a
, Γi0j =

a′

a
δij , Γ0

ij =
a′

a
δij ,

Γi00 = Γ0
0i = Γijk = 0

Η έκφραση για τα affine connections ως προς τη µετρική, γράφεται
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Γαβγ =
1

2
gαρ

(
∂gργ
∂xβ

+
∂gβρ
∂xγ

− ∂gβγ
∂xρ

)

η οποία και γίνεται [2]

δΓαβγ =
1

2
δgαρ

(
∂gργ
∂xβ

+
∂gβρ
∂xγ

− ∂gβγ
∂xρ

)
+

1

2
gαρ

(
∂δgργ
∂xβ

+
∂δgβρ
∂xγ

− ∂δgβγ
∂xρ

)

Στη συνέχεια, υπολογίζουµε τα perturbed affine connections

δΓ0
00 =

1

2
δg0ρ

(
∂gρ0
∂τ

+
∂g0ρ

∂τ
− ∂g00

∂xρ

)
+

1

2
g0ρ

(
∂δgρ0
∂τ

+
∂δg0ρ

∂τ
− ∂δg00

∂xρ

)
=

1

2

2Φ

a2
(−2aa′ − 2aa′ + 2aa′) +

1

2

(
− 1

a2

)[
∂(−2Φa2)

∂τ
+
∂(−2Φa2)

∂τ
− ∂(−2Φa2)

∂τ

]
=

− 2Φ
a′

a
− 1

2a2
(−2Φ′a2 − 4Φaa′) = −2Φ

a′

a
+ Φ′ + 2Φ

a′

a
= Φ′

δΓ0
0i =

1

2
δg0ρ

(
∂gρi
∂τ

+
∂g0ρ

∂xi
− ∂g0i

∂xρ

)
+

1

2
g0ρ

(
∂δgρi
∂τ

+
∂δg0ρ

∂xi
− ∂δg0i

∂xρ

)
=

1

2

(
− 1

a2

)[
∂(a2∂iB)

∂τ
+
∂(−a22Φ)

∂xi
− ∂(a2∂iB)

∂τ

]
+

1

2

∂iB

a2

[
∂(a2δii)

∂τ

]
=

− 1

2a2
(−2a2∂iΦ) +

∂iB

2a2
2aa′δii = ∂iΦ +

a′

a
∂iB

δΓi00 =
1

2
δgiρ

(
∂gρ0
∂τ

+
∂g0ρ

∂τ
− ∂g00

∂xρ

)
+

1

2
giρ
(
∂δgρ0
∂τ

+
∂δg0ρ

∂τ
− ∂δg00

∂xρ

)
=

1

2

∂iB

a2

[
∂(−a2)

∂τ
+
∂(−a2)

∂τ
− ∂(−a2)

∂τ

]
+
δij

2a2

[
2
∂(a2∂jB)

∂τ
− ∂(−2Φa2)

∂xj

]
=

− ∂iBa
′

a
+ 2

a′

a
∂iB + ∂iB′ + ∂iΦ =

a′

a
∂iB + ∂iB′ + ∂iΦ

δΓi0j =
1

2
δgiρ

(
∂gρj
∂τ

+
∂g0ρ

∂xj
− ∂g0j

∂xρ

)
+

1

2
giρ
(
∂δgρj
∂τ

+
∂δg0ρ

∂xj
− ∂δg0j

∂xρ

)
=

δjj
2a2

2aa′(2Ψδij −DijE) +
δij

2a2

[
∂[a2(−2Ψδij +DijE)]

∂τ
+
∂(a2∂jB)

∂xj
− ∂(a2∂jB)

∂xj

]
=

a′

a
(2Ψδij −Di

jE)− a′

a
(2Ψδij −Di

jE) +
1

2
(−2Ψ′δij +DijE

′) = −Ψ′δij +
1

2
DijE

′
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δΓ0
ij =

1

2
δg0ρ

(
∂gρj
∂xi

+
∂giρ
∂xj

− ∂gij
∂xρ

)
+

1

2
g0ρ

(
∂δgρj
∂xi

+
∂δgiρ
∂xj

− ∂δgij
∂xρ

)
=

1

2

2Φ

a2

[
−∂(a2δij)

∂τ

]
+

1

2

(
− 1

a2

)[
∂(a2∂jB)

∂xi
+
∂(a2∂iB)

∂xj
− ∂[a2(−2Ψδij +DijE)]

∂τ

]
=

− 2
a′

a
Φδij −

1

2
∂i∂jB −

1

2
∂i∂jB +

a′

a
(−2Ψδij +DijE) +

1

2
(−2Ψ′δij +DijE

′) =

− 2
a′

a
Φδij − ∂i∂jB − 2

a′

a
Ψδij −Ψ′δij +

a′

a
DijE +

1

2
DijE

′

δΓijk =
1

2
δgiρ

(
∂gρk
∂xj

+
∂gjρ
∂xk

− ∂gjk
∂xρ

)
+

1

2
giρ
(
∂δgρk
∂xj

+
∂δgjρ
∂xk

− ∂δgjk
∂xρ

)
=
∂iB

2a2

[
−∂(a2δjk)

∂τ

]
+

δii

2a2

[
∂[a2(−2Ψδik +DikE)]

∂xj
+
∂[a2(−2Ψδij +DijE)]

∂xk
− ∂[a2(−2Ψδjk +DjkE)]

∂xi

]
=

− a′

a
∂iBδjk − ∂jΨδik +

1

2
∂jD

i
kE − ∂kΨδij +

1

2
∂kD

i
jE + ∂iΨδjk −

1

2
∂iDjkE

΄Επειτα ακολουθεί ο υπολογισµός του Ricci scalar, το οποίο ορίζεται ως εξής

Rµν = ∂αΓαµν − ∂µΓανα + ΓασαΓσµν − ΓασνΓσµα

Η διαταραχή πρώτου ϐαθµού γράφεται ως

δRµν = ∂αδΓ
α
µν − ∂µδΓανα + δΓασαΓσµν + ΓασαδΓ

σ
µν − δΓασνΓσµα − ΓασνδΓ

σ
µα

Αρχικά, οι unperturbed τιµές δίνονται ως εξής

R00 = −3
a′′

a
+ 3

(
a′

a

)2

, R0i = 0, Rij =

[
a′′

a
+

(
a′

a

)2
]
δij

οπότε
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δR00 =∂αδΓ
α
00 − ∂0δΓ

α
0α + δΓασαΓσ00 + ΓασαδΓ

σ
00 − δΓασ0Γσ0α − Γασ0δΓ

σ
0α =

Φ′′ − Φ′′ +
a′

a
∂i∂

iB + ∂i∂
iB′ + ∂i∂

iΦ + 3Ψ′′ +
a′

a
Φ′ +

a′

a
(−Ψ′) +

a′

a
Φ′+

3a′

a
Φ′ − a′

a
Φ′ − a′

a
δji

(
1

2
DijE

′ −Ψ′δij

)
− a′

a
Φ′ − a′

a
δij

(
1

2
DijE

′ −Ψ′δij

)
=

a′

a
∂i∂

iB + ∂i∂
iB′ + ∂i∂

iΦ + 3Ψ′′ + 3
a′

a
Ψ′ + 3

a′

a
Φ′

δR0i =∂αδΓ
α
0i − ∂0δΓ

α
iα + δΓασαΓσ0i + ΓασαδΓ

σ
0i − δΓασiΓσ0α − ΓασiδΓ

σ
0α =

∂0∂iΦ + ∂0

(
a′

a
∂iB

)
+ ∂j

(
1

2
DijE

′ −Ψ′δij

)
− ∂0∂iΦ− ∂0

(
a′

a
∂iB

)
−

∂0

(
−3∂iΨ− ∂jΨδji + ∂jΨδij −

a′

a
∂jBδij +

1

2
∂jD

j
iE −

1

2
∂jDijE

)
+

a′

a
δki

(
−∂jΨδjk − 3∂kΨ + ∂jΨδjk −

a′

a
∂jBδjk +

1

2
∂jD

j
kE −

1

2
∂jDjkE

)
+

a′

a
∂iΦ +

(
a′

a

)2

∂iB + 3
a′

a
∂iΦ + 3

(
a′

a

)2

∂iB −
a′

a
∂iΦ−

(
a′

a

)2

∂iB−

a′

a
δkj

(
−∂kΨδji − ∂iΨδ

j
k + ∂jΨδki −

a′

a
∂jBδki +

1

2
∂kD

j
iE +

1

2
∂iD

j
kE −

1

2
∂jDkiE

)
−

a′

a
δij

(
a′

a
∂jB + ∂jB′ + ∂jΦ

)
− a′

a
δji

(
∂jΦ +

a′

a
∂jB

)
+
a′

a
δji

(
∂jΦ +

a′

a
∂jB

)
=

1

2
∂jDijE

′ − ∂iΨ′ + 3∂0∂iΨ + ∂0∂iΨ− ∂0∂iΨ + ∂0

(
a′

a
∂iB

)
− 1

2
∂0∂jD

j
iE +

1

2
∂o∂

jDijE−

a′

a
∂iΨ− 3

a′

a
∂iΨ +

a′

a
∂iΨ−

(
a′

a

)2

∂iB +
1

2

a′

a
∂jD

j
iE −

1

2

a′

a
∂jDijE +

(
a′

a

)2

∂iB+

3
a′

a
∂iΦ + 2

(
a′

a

)2

∂iB +
a′

a
∂iΨ + 3

a′

a
∂iΨ−

a′

a
∂iΨ +

(
a′

a

)2

∂iB −
1

2

a′

a
∂jD

j
iE+

1

2

a′

a
∂jDijE −

(
a′

a

)2

∂iB −
a′

a
∂iB

′ − a′

a
∂iΦ−

a′

a
∂iΦ−

(
a′

a

)2

∂iB +
a′

a
∂iΦ +

(
a′

a

)2

∂iB =

1

2
∂kD

k
i E
′ + 2∂iΨ

′ + 2
a′

a
∂iΦ +

a′′

a
∂iB −

(
a′

a

)2

∂iB +
a′

a
∂iB

′ + 2

(
a′

a

)2

∂iB −
a′

a
∂iB

′ =

1

2
∂kD

k
i E
′ + 2∂iΨ

′ + 2
a′

a
∂iΦ +

a′′

a
∂iB +

(
a′

a

)2

∂iB
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δRij =∂αδΓ
α
ij − ∂iδΓαjα + δΓασαΓσij + ΓασαδΓ

σ
ij − δΓασjΓσiα − ΓασjδΓ

σ
iα =

− 2∂0

(
a′

a
Φ

)
δij − ∂i∂jB′ − 2∂0

(
a′

a
Ψ

)
δij −Ψ′′δij + ∂0

(
a′

a
DijE

)
+

1

2
∂0(DijE

′)+

∂k

(
−∂iΨδkj − ∂jΨδki + ∂kΨδij −

a′

a
∂kBδij +

1

2
∂iD

k
jE +

1

2
∂jD

k
i E −

1

2
∂kDijE

)
− ∂i∂jΦ−

a′

a
∂i∂jB − ∂i

(
−3∂jΨ− ∂kΨδkj + ∂kΨδjk −

a′

a
∂kBδjk +

1

2
∂kD

k
jE −

1

2
∂kDjkE

)
+
a′

a
Φ′δij+

a′

a
δij(−3Ψ′) + 4

a′

a

(
−2

a′

a
Φδij − ∂i∂jB − 2

a′

a
Ψδij −Ψ′δij +

a′

a
DijE +

1

2
DijE

′
)
−

a′

a
δki

(
−2

a′

a
Φδkj − ∂k∂jB − 2

a′

a
Ψδkj −Ψ′δkj +

a′

a
DkjE +

1

2
DkjE

′
)
−

a′

a
δik

(
−Ψ′δkj +

1

2
DkjE

′
)
− a′

a
δkj

(
−Ψ′δki +

1

2
DkiE

′
)
−

a′

a
δkj

(
−2

a′

a
Φδik − ∂i∂kB − 2

a′

a
Ψδik −Ψ′δik +

a′

a
DikE +

1

2
DikE

′
)

=

− 2
a′′

a
Φδij + 2

(
a′

a

)2

Φδij − 2
a′

a
Φ′δij − ∂i∂jB′ − 2

a′′

a
Ψδij + 2

(
a′

a

)2

Ψδij − 2
a′

a
Ψ′δij−

Ψ′′δij +
a′′

a
DijE −

(
a′

a

)2

DijE +
a′

a
DijE

′ +
1

2
DijE

′′ − ∂j∂iΨ− ∂i∂jΨ + ∂k∂
kΨδij−

a′

a
∂k∂

kBδij +
1

2
∂k∂iD

k
jE +

1

2
∂k∂jD

k
i E −

1

2
∂k∂kDijE − ∂i∂jΦ−

a′

a
∂i∂jB + 3∂i∂jΨ + ∂i∂jΨ−

∂i∂jΨ +
a′

a
∂i∂

jB − 1

2
∂i∂

kDk
jE +

1

2
∂i∂kDjkE +

a′

a
Φ′δij − 3

a′

a
Ψ′δij − 8

(
a′

a

)2

Φδij − 4
a′

a
∂i∂jB−

8

(
a′

a

)2

Ψδij − 4
a′

a
Ψ′δij + 4

(
a′

a

)2

DijE + 2
a′

a
DijE

′ + 2

(
a′

a

)2

Φδij +
a′

a
∂i∂jB + 2

(
a′

a

)2

Ψδij+

a′

a
Ψ′δij −

(
a′

a

)2

DijE −
1

2

a′

a
DijE

′ +
a′

a
Ψ′δij −

1

2

a′

a
DijE

′ +
a′

a
Ψ′δij −

1

2

a′

a
DijE

′ + 2

(
a′

a

)2

Φδij+

a′

a
∂i∂jB + 2

(
a′

a

)2

Ψδij +
a′

a
Ψ′δij −

(
a′

a

)2

DijE −
1

2

a′

a
DijE

′ =[
−a
′

a
Φ′ − 5

a′

a
Ψ′ − 2

a′′

a
Φ− 2

(
a′

a

)2

Φ− 2
a′′

a
Ψ− 2

(
a′

a

)2

Ψ−Ψ′′ + ∂k∂
kΨ− a′

a
∂k∂

kB

]
δij+

(
a′

a

)2

DijE +
a′′

a
DijE +

a′

a
DijE

′ − ∂i∂jB′ − 2
a′

a
∂i∂jB − ∂i∂jΦ + ∂i∂jΨ +

1

2
DijE

′′−

1

2
∂k∂

kDijE +
1

2
∂k∂jD

k
i E +

1

2
∂k∂iD

k
jE
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Για τη scalar curvature ισχύει

R = gµαRαµ

της οποίας η διαταραχή πρώτης τάξης είναι

δR = δgµαRαµ + gµαδRαµ (7)

Η background τιµή της είναι

R =
6

a2

a′′

a

και από την εξίσωση (7) ϐρίσκουµε

δR =δg00R00 + g00δR00 + δg0iR0i + g0iδR0i + δgijRij + gijδRij =

2Φ

a2

[
−3

a′′

a
+ 3

(
a′

a

)2
]

+

(
− 1

a2

)(
a′

a
∂i∂

iB + ∂i∂
iB′ + ∂i∂

iΦ + 3Ψ′′ + 3
a′

a
Ψ′ + 3

a′

a
Φ′
)

+

(
2Ψ

a2
δij − 1

a2
DijE

)[
a′′

a
+

(
a′

a

)2
]
δij +

1

a2
δijδRij =

1

a2

[
−6

a′′

a
Φ + 6

(
a′

a

)2

Φ− a′

a
∂i∂

iB − ∂i∂iB′ − ∂i∂iΦ− 3Ψ′′ − 3
a′

a
Ψ′ − 3

a′

a
Φ′ + 6

a′′

a
Ψ

]
+

1

a2

[
6

(
a′

a

)2

Ψ + ∂i∂
iΨ− ∂i∂iΦ− 2

a′

a
∂i∂

iB − ∂i∂iB′ − 3
a′

a
Φ′ − 15

a′

a
Ψ′ − 6

a′′

a
Φ− 6

(
a′

a

)2

Φ

]
+

1

a2

[
−6

a′′

a
Ψ− 6

(
a′

a

)2

Ψ− 3Ψ′′ + 3∂k∂
kΨ− 3

a′

a
∂k∂

kB + ∂k∂
iDk

i E

]
=

1

a2

(
−12

a′′

a
Φ− 6

a′

a
∂i∂

iB − 2∂i∂
iB′ − 2∂i∂

iΦ− 6Ψ′′ − 18
a′

a
Ψ′ − 6

a′

a
Φ′ + 4∂i∂

iΨ + ∂k∂
iDk

i E

)
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Πλέον, είµαστε σε ϑέση να υπολογίσουµε τα perturbations του Einstein tensor

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR

του οποίου τα background στοιχεία είναι

G00 = 3

(
a′

a

)2

, G0i = 0, Gij =

[
−2

a′′

a
+

(
a′

a

)2
]
δij

Σε πρώτο ϐαθµό, ϐρίσκουµε

δGµν = δRµν −
1

2
δgµνR−

1

2
gµνδR

Πιο συγκεκριµένα

δG00 =δR00 −
1

2
δg00R−

1

2
g00δR =

a2

2a2

(
−6

a′

a
∂i∂

iB − 2∂i∂
iB′ − 2∂i∂

iΦ− 6Ψ′′ − 6
a′

a
Φ′ − 18

a′

a
Ψ′ − 12

a′′

a
Φ + 4∂i∂

iΨ + ∂k∂
iDk

i E

)
+

a′

a
∂i∂

iB + ∂i∂
iB′ + ∂i∂

iΦ + 3Ψ′′ + 3
a′

a
Ψ′ + 3

a′

a
Φ′ − 1

2
(−2Φa2)

6

a2

a′′

a
=

a′

a
∂i∂

iB + ∂i∂
iB′ + ∂i∂

iΦ + 3Ψ′′ + 3
a′

a
Ψ′ + 3

a′

a
Φ′ + 6

a′′

a
Φ− 3

a′

a
∂i∂

iB − ∂i∂iB′ − ∂i∂iΦ−

3Ψ′′ − 3
a′

a
Φ′ − 9

a′

a
Ψ′ − 6

a′′

a
Φ + 2∂i∂

iΨ +
1

2
∂k∂

iDk
i E =

− 2
a′

a
∂i∂

iB − 6
a′

a
Ψ′ + 2∂i∂

iΨ +
1

2
∂k∂

iDk
i E

δG0i =δR0i −
1

2
δg0iR−

1

2
g0iδR =

a′′

a
∂iB +

(
a′

a

)2

∂iB + 2∂iΨ
′ + 2

a′

a
∂iΦ +

1

2
∂kD

k
i E
′ − 1

2
a2∂iB

6

a2

a′′

a
=

− 2
a′′

a
∂iB +

(
a′

a

)2

∂iB + 2∂iΨ
′ +

1

2
∂kD

k
i E
′ + 2

a′

a
∂iΦ
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δGij =δRij −
1

2
δgijR−

1

2
gijδR =(

a′

a

)2

DijE +
a′′

a
DijE +

a′

a
DijE

′ − ∂i∂jB′ − 2
a′

a
∂i∂jB − ∂i∂jΦ + ∂i∂jΨ +

1

2
DijE

′′−

1

2
∂k∂

kDijE +
1

2
∂k∂jD

k
i E +

1

2
∂k∂iD

k
jE +

[
−a
′

a
Φ′ − 5

a′

a
Ψ′ − 2

a′′

a
Φ− 2

(
a′

a

)2

Φ

]
δij+

[
−2

a′′

a
Ψ− 2

(
a′

a

)2

Ψ−Ψ′′ + ∂k∂
kΨ− a′

a
∂k∂

kB

]
δij −

1

2
(−2Ψa2δij + a2DijE)

6

a2

a′′

a
−

δij
2

[
−6

a′

a
∂i∂

iB − 2∂i∂
iB′ − 2∂i∂

iΦ− 6Ψ′′ − 6
a′

a
Φ′ − 18

a′

a
Ψ′ − 12

a′′

a
Φ + 4∂i∂

iΨ + ∂k∂
iDk

i E

]
=

(
a′

a

)2

DijE +
a′′

a
DijE +

a′

a
DijE

′ − ∂i∂jB′ − 2
a′

a
∂i∂jB − ∂i∂jΦ + ∂i∂jΨ +

1

2
DijE

′′−

1

2
∂k∂

kDijE +
1

2
∂k∂jD

k
i E +

1

2
∂k∂iD

k
jE − 3

a′′

a
DijE +

[
−a
′

a
Φ′ − 5

a′

a
Ψ′ − 2

a′′

a
Φ

]
δij+[

−2

(
a′

a

)2

Φ− 2
a′′

a
Ψ− 2

(
a′

a

)2

Ψ−Ψ′′ + ∂k∂
kΨ− a′

a
∂k∂

kB + 6
a′′

a
Ψ + 3

a′

a
∂i∂

iB+

]
δij+

[
∂i∂

iB′ + ∂i∂
iΦ + 3Ψ′′ + 3

a′

a
Φ′ + 9

a′

a
Ψ′ + 6

a′′

a
Φ− 2∂i∂

iΨ− 1

2
∂k∂

iDk
i E

]
δij =

(
a′

a

)2

DijE − 2
a′′

a
DijE +

a′

a
DijE

′ − ∂i∂jB′ − 2
a′

a
∂i∂jB − ∂i∂jΦ + ∂i∂jΨ +

1

2
DijE

′′−

1

2
∂k∂

kDijE +
1

2
∂k∂jD

k
i E +

1

2
∂k∂iD

k
jE +

[
2
a′

a
Φ′ + 4

a′

a
Ψ′ + 4

a′′

a
Φ− 2

(
a′

a

)2

Φ + 2Ψ′′

]
δij+

[
−∂k∂kΨ− 2

(
a′

a

)2

Ψ + ∂k∂
kΦ + ∂k∂kB

′ + 4
a′′

a
Ψ + 2

a′

a
∂k∂

kB − 1

2
∂k∂

mDk
mE

]
δij

Μας διευκολύνει να γράψουµε τις εκφράσεις µε έναν δείκτη πάνω και έναν δείκτη κάτω, οπότε

δGµν = δ(gµαGαν) = δgµαGαν + gµαδGαν
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Πιο συγκεκριµένα

δG0
0 =δg0αGα0 + g0αδGα0 = δg00G00 + g00δG00 + δg0iGi0 + g0iδGi0 =

3
2Φ

a2

(
a′

a

)2

+

(
− 1

a2

)(
−2

a′

a
∂i∂

iB − 6
a′

a
Ψ′ + 2∂i∂

iΨ +
1

2
∂k∂

iDk
i E

)
=

1

a2

[
6

(
a′

a

)2

Φ + 2
a′

a
∂i∂

iB + 6
a′

a
Ψ′ − 2∂i∂

iΨ− 1

2
∂k∂

iDk
i E

]

δG0
i =δg0αGαi + g0αδGαi = δg00G0i + g00δG0i + δg0jGji + g0jδGji =

− 1

a2

[
−2

a′′

a
∂iB +

(
a′

a

)2

∂iB + 2∂iΨ
′ +

1

2
∂kD

k
i E
′ + 2

a′

a
∂iΦ

]
+
δij
a2
∂jB

[
−2

a′′

a
+

(
a′

a

)2
]

=

1

a2

[
2
a′′

a
∂iB −

(
a′

a

)2

∂iB − 2∂iΨ
′ − 1

2
∂kD

k
i E
′ − 2

a′

a
∂iΦ− 2

a′′

a
∂iB +

(
a′

a

)2

∂iB

]
=

1

a2

(
−2∂iΨ

′ − 1

2
∂kD

k
i E
′ − 2

a′

a
∂iΦ

)

δGij =δgiαGαj + giαδGαj = δgi0G0j + gi0δG0j + δgikGkj + gikδGkj =

δkj
a2

(2Ψδik −DikE)

[
−2

a′′

a
+

(
a′

a

)2
]

+
δik

a2

(
∂k∂jΨ− ∂k∂jB′ − ∂k∂jΦ +

a′

a
DkjE

′
)

+

δik

a2

[
−2

a′′

a
DkjE +

(
a′

a

)2

DkjE +
1

2
DkjE

′′ +
1

2
∂i∂kD

i
jE +

1

2
∂i∂jDikE −

1

2
∂i∂

iDkjE − 2
a′

a
∂k∂jB

]
+

δkj
a2

[
2
a′

a
Φ′ + 4

a′

a
Ψ′ + 4

a′′

a
Φ− 2

(
a′

a

)2

Φ + 4
a′′

a
Ψ− 2

(
a′

a

)2

Ψ + 2Ψ′′ − ∂k∂kΨ + 2
a′

a
∂k∂

kB

]
+

δkj
a2

(
∂k∂

kB′ + ∂k∂
kΦ− 1

2
∂i∂

mDi
mE

)
=

δij
a2

[
−4

a′′

a
Ψ + 2

(
a′

a

)2

Ψ + 2
a′

a
Φ′ + 4

a′

a
Ψ′ + 4

a′′

a
Φ− 2

(
a′

a

)2

Φ + 4
a′′

a
Ψ− 2

(
a′

a

)2

Ψ + 2Ψ′′

]
+

δij
a2

(
−∂i∂iΨ + 2

a′

a
∂i∂

iB + ∂i∂iB
′ + ∂i∂

iΦ− 1

2
∂k∂

mDk
mE

)
+

1

a2

[
2
a′′

a
DijE −

(
a′

a

)2

DijE

]
+

1

a2

[
∂i∂jΨ− ∂i∂jB − ∂i∂jΦ +

a′

a
DijE

′ − 2
a′′

a
DijE +

(
a′

a

)2

DijE +
1

2
DijE

′′ +
1

2
∂k∂

iDk
jE

]
+

1

a2

(
1

2
∂k∂jD

ikE − 1

2
∂k∂

kDi
jE − 2

a′

a
∂i∂jB

)
=
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δij
a2

[
2
a′

a
Φ′ + 4

a′′

a
Φ + 4

a′

a
Ψ′ − 2

(
a′

a

)2

Φ + 2Ψ′′ − ∂i∂iΨ + 2
a′

a
∂i∂

iB + ∂i∂
iB′ + ∂i∂

iφ− 1

2
∂k∂

mDk
mE

]
+

1

a2

(
−∂i∂jΦ + ∂i∂jΨ− 2

a′

a
∂i∂jB − ∂i∂jB′ +

a′

a
Di
jE
′ +

1

2
Di
jE
′′ +

1

2
∂k∂

iDk
jE +

1

2
∂k∂jD

ikE − 1

2
∂k∂

kDi
jE

)

0.3.3 Perturbed stress energy-momentum tensor

Ως γνωστόν, τα perturbations της µετρικής προκαλούνται από τα perturbations του stress
energy-momentum tensor του πεδίου inflaton

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
(

1

2
gαβ∂αφ∂βφ+ V (φ)

)

του οποίου οι background τιµές είναι

T00 =
1

2
φ′2 + V (φ)a2, T0i = 0, Tij =

(
1

2
φ′2 − V (φ)a2

)
δij

οπότε

δTµν =∂µδφ∂νφ+ ∂µφ∂νδφ− δgµν
(

1

2
gαβ∂αφ∂βφ+ V (φ)

)
−

gµν

(
1

2
δgαβ∂αφ∂βφ+ gαβ∂αδφ∂βφ+

∂V

∂φ
δφ

)

Πιο συγκεκριµένα

δT00 =φ′δφ′ + φ′δφ′ + 2Φa2

[
1

2

(
− 1

a2
φ′2 +

1

a2
δij∂iφ∂jφ

)
+ V (φ)

]
+ a2

[
1

2

(
2Φ

a2
φ′2 +

∂iB

a2
φ′∂iφ

)]
+

a2

[
1

2

(
1

a2
2Ψδij − 1

a2
DijE

)
∂iφ∂jφ

]
+ a2

(
− 1

a2
φ′δφ′ +

1

a2
δij∂iδφ∂jφ+

∂V

∂φ
δφ

)
=

2φ′δφ′ − Φφ′2 + 2Φ(∂iφ)2 + 2Φa2V (φ) + Φφ′2 +
1

2
φ′∂iB∂iφ+ Ψ(∂iφ)2 − 1

2
DijE∂iφ∂jφ−

φ′δφ′ + ∂iδφ∂iφ+ a2 ∂V

∂φ
δφ = φ′δφ′ + 2Φa2V (φ) + a2 ∂V

∂φ
δφ
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δT0i =δφ′∂iφ+ φ′∂iδφ− a2∂iB

(
− 1

2a2
φ′2 + V (φ)

)
= φ′∂iδφ+

1

2
φ′2∂iB − a2V (φ)∂iB

δTij =∂iδφ∂jφ+ ∂iφ∂jδφ− a2(−2Ψδij +DijE)

(
− 1

2a2
φ′2 +

1

2a2
δij∂iφ∂jφ+ V (φ)

)
−

a2δij

(
1

a2
Φφ′2 +

1

2a2
φ′∂iB∂iφ+

1

a2
Ψ(∂iφ)2 − 1

2a2
DijE∂iφ∂jφ−

1

a2
φ′δφ′ +

1

a2
∂iδφ∂iφ+

∂V

∂φ
δφ

)
=

1

2
DijEφ

′2 − a2DijEV (φ) +

(
2a2ΨV (φ)−Ψφ′2 − Φφ′2 + φ′δφ′ − a2 ∂V

∂φ
δφ

)
δij

Για ευκολία πάλι

δTµν = δ(gµαTαν) = δgµαTαν + gµαδTαν

όπου

δT 0
0 =δg0αTα0 + g0αδTα0 =

2Φ

a2

(
1

2
φ′2 + V (φ)a2

)
− 1

a2

(
φ′δφ′ + 2ΦV (φ)a2 + a2 ∂V

∂φ
δφ

)
=

Φ

a2
φ′2 + 2ΦV (φ)− 1

a2
φ′δφ′ − 2ΦV (φ)− ∂V

∂φ
δφ =

1

a2

(
Φφ′2 − φ′δφ′ − a2 ∂V

∂φ
δφ

)

δT i0 =δgiαTα0 + giαδTα0 =
∂iB

a2

(
1

2
φ′2 + V (φ)a2

)
+
δij

a2

(
φ′∂jδφ+

1

2
φ′2∂jB − a2V (φ)∂jB

)
=

1

a2

(
1

2
φ′2∂iB + a2V (φ)∂iB + φ′∂iδφ+

1

2
φ′2∂iB − a2V (φ)∂iB

)
=

1

a2

(
φ′2∂iB + φ′∂iδφ

)

δT 0
i =δg0αTαi + g0αδTαi =

∂jB

a2

(
1

2
φ′2 − a2V (φ)

)
δij −

1

a2

(
φ′∂iδφ+

1

2
φ′2∂iB − a2V (φ)∂iB

)
=

1

a2

(
1

2
φ′2∂iB − a2V (φ)∂iB − φ′∂iδφ−

1

2
φ′2∂iB + a2V (φ)∂iB

)
= − 1

a2
φ′∂iδφ

δT ij =δgiαTαj + giαδTαj =
δkj
a2

(2Ψδik −DikE)

(
1

2
φ′2 − V (φ)a2

)
+
δik

a2

(
1

2
φ′2DkjE − a2DkjEV (φ)

)
+

δik

a2

(
2a2ΨV (φ)− φ′2Ψ− φ′2Φ + φ′δφ′ − a2 ∂V

∂φ
δφ

)
δkj =

δij
a2

(
φ′2Ψ− 2a2ΨV (φ) + 2a2ΨV (φ)

)
+

δij
a2

(
−φ′2Ψ− φ′2Φ + φ′δφ′ − a2 ∂V

∂φ
δφ

)
+

1

a2

(
a2EDijV (φ)− 1

2
φ′2EDij +

1

2
φ′2EDij − a2EDijV (φ)

)
=

δij
a2

(
φ′δφ′ − φ′2Φ− a2δφ

∂V

∂φ

)
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0.3.4 Perturbed Klein-Gordon

Η εξίσωση κίνησης του inflaton είναι η Klein-Gordon εξίσωση ενός scalar πεδίου υπό τη δράση
του δυναµικού του V (φ). Συνεπώς, η εξίσωση που ϑα διαταράξουµε είναι

1√
−g

∂ν(
√
−ggµν∂νφ) =

∂V

∂φ

η οποία σε µηδενικό ϐαθµό δίνει την εξίσωση κίνησης του inflaton

φ′′ + 2
a′

a
φ′ = −∂V

∂φ
a2 (8)

Γνωρίζουµε ότι

δ(∂µ∂
µφ) = δ(�φ) =δ[(−g)−

1
2 ]∂µ[(−g)

1
2 gµν∂νφ] + (−g)−

1
2 ∂µ[δ[(−g)

1
2 ]gµν∂νφ]+

(−g)−
1
2 ∂µ[(−g)

1
2 δgµν∂νφ] + (−g)−

1
2 ∂µ[(−g)

1
2 gµν∂ν(δφ)]

και µε ϐάση τις σχέσεις

δg = ggµνδgνµ, δ
√
−g = − δg

2
√
−g

, δ
1√
−g

=
δ
√
−g
g

έχουµε

a2δ[(−g)−
1
2 ]∂µ[(−g)

1
2 gµν∂νφ] = φ′′Φ + 2

a′

a
Φφ′ − 3Ψφ′′ − 6

a′

a
Ψφ′

a2(−g)−
1
2 ∂µ[δ[(−g)

1
2 ]gµν∂νφ] = −Φφ′′ − Φ′φ′ − 2

a′

a
Φφ′ + 3φ′Ψ′ + 3Ψφ′′ + 6

a′

a
Ψφ′

a2(−g)−
1
2 ∂µ[(−g)

1
2 δgµν∂νφ] = 2Φφ′′ + 2Φ′φ′ + 4

a′

a
Φφ′ + φ′∂i∂

iB

a2(−g)−
1
2 ∂µ[(−g)

1
2 gµν∂ν(δφ)] = ∂i∂

iδφ− δφ′′ − 2
a′

a
δφ′
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Αθροίζοντας τις παραπάνω σχέσεις, παίρνουµε

a2δ(∂µ∂
µφ) =φ′′Φ + 2

a′

a
Φφ′ − 3Ψφ′′ − 6

a′

a
Ψφ′ − Φφ′′ − Φ′φ′ − 2

a′

a
Φφ′ + 3φ′Ψ′ + 3Ψφ′′ + 6

a′

a
Ψφ′+

2Φφ′′ + 2Φ′φ′ + 4
a′

a
Φφ′ + φ′∂i∂

iB + ∂i∂
iδφ− δφ′′ − 2

a′

a
δφ′ =

− δφ′′ − 2
a′

a
δφ′ + ∂i∂

iδφ+ 2Φφ′′ + 4
a′

a
Φφ′ + Φ′φ′ + 3Ψ′φ′ + φ′∂i∂

iB

Η (8) µπορεί να γραφεί και ως

2Φφ′′ + 4
a′

a
Φφ′ = −2Φa2 ∂V

∂φ

οπότε η προηγούµενη εξίσωση τροποποιείται ως εξής

a2δ(∂µ∂
µφ) = −δφ′′ − 2

a′

a
δφ′ + ∂i∂

iδφ+ Φ′φ′ + 3Ψ′φ′ + φ′∂i∂
iB − 2Φa2 ∂V

∂φ

Επιπλέον, το variation του δεξιού µέλους της Klein-Gordon µας δίνει

δ

(
∂V

∂φ

)
=
∂2V

∂φ2
δφ

Οπότε, η εξίσωση κίνησης έρχεται στην τελική της µορφή

δφ′′ + 2
a′

a
δφ′ − ∂i∂iδφ− Φ′φ′ − 3Ψ′φ′ − φ′∂i∂iB = −a2 ∂

2V

∂φ2
δφ− 2Φa2 ∂V

∂φ
(9)

0.3.5 Gauge invariance

Καθώς αναλύουµε τα cosmological density perturbations, αυτό που µας ενδιαφέρει είναι να α-
κολουθήσουµε την εξέλιξη ενός χωρόχρονου ο οποίος δεν είναι ούτε οµοιογενής ούτε ισότροπος.
Αυτό γίνεται ακολουθώντας την εξέλιξη των διαφορών µεταξύ του πραγµατικού χωρόχρονου και
ενός καλά µελετηµένου χωρόχρονου αναφοράς. ΄Ετσι λοιπόν, ϑα ϑεωρήσουµε µικρές διαταρα-
χές σε έναν οµοιογενή και ισότροπο χωρόχρονο. Το σύστηµα αναφοράς στην περίπτωσή µας
είναι ο χωρικά επίπεδος Friedmann-Robertson-Walker χωρόχρονος, µε στοιχείο µετρικής
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ds2 = a2(τ)(−dτ2 + dx2)

Το στοιχείο κλειδί είναι ότι η γενική σχετικότητα είναι µία ϑεωρία ϐαθµίδας, όπου οι µετασχη-
µατισµοί ϐαθµίδας είναι οι γενικοί µετασχηµατισµοί συντεταγµένων από ένα τοπικό σύστηµα
αναφοράς σε ένα άλλο.

΄Οταν υπολογίζουµε τη διαταραχή µίας δεδοµένης ποσότητας, υπολογίζουµε ουσιαστικά τη
διαφορά µεταξύ της τιµής που έχει η συγκεκριµένη ποσότητα στον πραγµατικό ϕυσικό χω-
ϱόχρονο και της τιµής που έχει στο unperturbed background. Βέβαια, για να γίνει αυτή η
σύγκριση µεταξύ των δύο τιµών, είναι απαραίτητο να έχουν υπολογιστεί στο ίδιο σηµείο του
χωρόχρονου. Από τη στιγµή που οι δύο τιµές ¨ζουν¨ σε δύο διαφορετικές γεωµετρίες, είναι α-
ναγκαίο να οριστεί ένας χάρτης ο οποίος ϑα επιτρέπει να συνδέεται µονοσήµαντα το ίδιο σηµείο
στους δύο διαφορετικούς χωρόχρονους. Αυτή η αντιστοίχιση ονοµάζεται επιλογή ϐαθµίδας και
αλλάζοντας το χάρτη σηµαίνει ότι κάνουµε ένα µετασχηµατισµό ϐαθµίδας.

Η επιλογή µίας ϐαθµίδας στη γενική σχετικότητα σηµαίνει επιλογή ενός συστήµατος συντε-
ταγµένων. Μία επιλογή συντεταγµένων ορίζει ένα threading του χωρόχρονου σε γραµµές
(αντιστοιχεί σε συγκεκριµένες χωρικές συντεταγµένες x) και σε ένα slicing σε υπερεπιφάνειες
(αντιστοιχεί σε συγκεκριµένο χρόνο τ ). Μία επιλογή συντεταγµένων ονοµάζεται ϐαθµίδα και
δεν υπάρχει προτιµητέα ϐαθµίδα.

ΕΠΙΛΟΓΗ ΒΑΘΜΙ∆ΑΣ⇐⇒ SLICING ΚΑΙ THREADING

Μπορούµε να αντιµετωπίσουµε την αλλαγή συντεταγµένων είτε ως έναν ενεργό µετασχηµατι-
σµό κατά τον οποίο αλλάζουµε λίγο το manifold, είτε ως παθητικό µετασχηµατισµό κατά τον
οποίο δεν αλλάζουµε το manifold (όλα τα σηµεία παραµένουν σταθερά) αλλά το σύστηµα συ-
ντεταγµένων. Σύµφωνα µε το τελευταίο, συγκρίνουµε τη µετρική (ή τα perturbations της) στο
σηµείο P (µε συντεταγµένες xµ) µε την καινούρια µετρική στο σηµείο P ′, για το οποίο ισχύει
ότι x̃µ(P ′) = xµ(P ). Αυτός κιόλας είναι ένας αποτελεσµατικός τρόπος για την ανίχνευση συµ-
µετριών, µε την προϋπόθεση ότι ϑεωρούµε απειροστούς µετασχηµατισµούς συντεταγµένων.

Η εφαρµογή ενός απειροστού µετασχηµατισµού ϐαθµίδας στις συντεταγµένες

x̃µ = xµ + δxµ

επιβάλλει σε µία γενική ποσότητα Q έναν µετασχηµατισµό στα perturbations του

˜δQ = δQ+ £δxQ0

όπου Q0 η background τιµή της ποσότητας Q και £δx η Lie-derivative της Q κατά µήκος του
δxµ. Για ένα scalar, η Lie-derivative είναι µία απλή παράγωγος κατά κατεύθυνση.
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Αποσυνθέτοντας το διάνυσµα δxµ

δx0 = ξ0(xµ)

δxi = ∂iβ(xµ) + υi(xµ), ∂iυ
i = 0

µπορούµε εύκολα να εξάγουµε τον κανόνα µετασχηµατισµού µίας scalar ποσότητας f. Πρώτα
γράφουµε δf(x) = f(x) − f0(x), όπου f0(x) είναι η background τιµή. Κάτω από έναν µετα-
σχηµατισµό ϐαθµίδας, έχουµε δ̃f(x̃µ) = f̃(x̃µ)− f̃0(x̃0). Από τη στιγµή που το f είναι scalar,
µπορούµε να γράψουµε f̃(x̃µ) = f(xµ) (η τιµή µίας scalar συνάρτησης σε ένα δεδοµένο ϕυ-
σικό σηµείο, είναι ίδια σε όλα τα συστήµατα συντεταγµένων). Από την άλλη, στην unperturbed
background υπερεπιφάνεια η background λύση είναι ίδια, f̃0(x̃0) = f0(x̃0). Οπότε, έχουµε

δ̃f(x̃µ) = f̃(x̃µ)− f̃0(x̃0) = f(xµ)− f0(x̃0) = f(xµ)− δx0 ∂f0(x0)

∂x0
− f0(x0)

Συνεπώς, εξάγουµε ότι

δ̃f = δf − f ′0ξ0

Για τα spin 0 perturbations της µετρικής, δουλεύουµε ανάλογα. Κατά τον µετασχηµατισµό
συντεταγµένων xµ → x̃µ = xµ + δxµ, το στοιχείο γραµµή µένει αναλλοίωτο (ds2 = ˜ds2).
Αυτό επιβάλλει για παράδειγµα, ότι a2(x̃0)(1 + 2Φ̃)(dx̃0)2 = a2(x0)(1 + 2Φ)(dx0)2. Επειδή
a2(x̃0) ' a2(x0) + 2aa′ξ0 και dx̃0 = (1 + ξ0′)dx0 + ∂x0

∂xi dx
i, παρατηρούµε ότι 1 + 2Φ =

1 + 2Φ̃ + 2Hξ0 + 2ξ0′. Μία παρόµοια διαδικασία οδηγεί στους παρακάτω κανόνες µετασχη-
µατισµού

Φ̃ = Φ− ξ0′ − a′

a
ξ0

B̃ = B + ξ0 + β′

Ψ̃ = Ψ− 1

3
∇2β +

a′

a
ξ0

Ẽ = E + 2β

Το πρόβληµα εδώ πηγάζει από το γεγονός ότι µία αλλαγή στο χάρτη, δηλαδή στο σύστηµα
συντεταγµένων, επιβάλλει variation του perturbation µίας δεδοµένης ποσότητας η οποία µπο-
ϱεί να παίρνει διαφορετικές τιµές ανάλογα µε την επιλογή ϐαθµίδας. Για να εξαλειφθεί το
πρόβληµα αυτό, υπάρχουν δύο δυνατές επιλογές

• Εύρεση αυτών των συνδιασµών που αντιπροσωπεύουν gauge invariant ποσότητες

• Επιλογή δεδοµένης ϐαθµίδας και υπολογισµοί σε αυτή τη ϐαθµίδα

34



Και οι δύο εναλλακτικές έχουν πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα. Η επιλογή µίας ϐαθ-
µίδας µπορεί να κάνει τεχνικά πιο απλό τον υπολογισµό, αλλά υπάρχει ο κίνδυνος να περιέχει
gauge freedoms που δεν είναι ϕυσικές. Από την άλλη, ο gauge-invariant υπολογισµός µπορεί
να είναι τεχνικά δυσκολότερος, αλλά έχει το πλεονέκτηµα της ύπαρξης µόνο ϕυσικών ποσο-
τήτων.

Κάποιες gauge invariant ποσότητες είναι για παράδειγµα τα gauge invariant δυναµικά ή αλ-
λιώς Bardeen’s

ΦGI = Φ− 1

a

[(
−B +

E′

2

)
a

]′
ΨGI = Ψ +

1

6
∇2E − a′

a

(
B − E′

2

)

0.3.6 Comoving curvature perturbation

Η εσωτερική χωρική καµπυλότητα υπερεπιφανειών σταθερού conformal χρόνου τ και για ένα
flat σύµπαν, δίνεται ως

(3)R =
4

a2
∇2Ψ

Η ποσότητα Ψ συνήθως αναφέρεται ως curvature perturbation. Μέχρι τώρα όµως είδαµε, ότι
το curvature potential Ψ δεν είναι gauge αναλλοίωτο, αλλά ορίζεται σε δεδοµένο slicing. Κάτω
από έναν µετασχηµατισµό σε υπερεπιφάνειες σταθερού χρόνου τ → τ + ξ0 (αλλαγή slicing)

Ψ→ Ψ +Hξ0

Θεωρούµε τώρα το comoving slicing, το οποίο ορίζεται να είναι το slicing που είναι ορθογώνιο
στις κοσµικές γραµµές των comoving παρατηρητών, µε ϐάση τους οποίους χαρακτηρίζεται η
επέκταση ισοτροπική. Πρακτικά αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχει ϱοή ενέργειας µετρούµενη από
τους παρατηρητές, δηλαδή T0i = 0. Κατά τη διάρκεια του inflation αυτό σηµαίνει ότι αυτοί οι
παρατηρητές µετράνε δφcom = 0, από τη στιγµή που ο T0i πηγαίνει ως ∂iδφ(x, τ)φ′(τ).

Εφόσον δφ → δφ− φ′ξ0 για έναν µετασχηµατισµό σε υπερεπιφάνειες σταθερού χρόνου, αυτό
σηµαίνει ότι

δφ→ δφcom = δφ− φ′ξ0 = 0⇒ ξ0 =
δφ

φ′

όπου το ξ0 = δφ
φ′ είναι η χρονική συνθήκη που χρειάζεται για να πάµε από ένα γενικό slicing

µε γενικό δφ στο comoving slicing όπου δφcom = 0.
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Την ίδια στιγµή, η curvature perturbation Ψ µετασχηµατίζεται ως

Ψ→ Ψcom = Ψ +Hξ0 = Ψ +Hδφ
φ′

Η ποσότητα

R = Ψ +Hδφ
φ′

= Ψ +H
δφ

φ̇

καλείται comoving curvature perturbation, είναι gauge invariant από κατασκευής και συσχε-
τίζεται µε την gauge dependent curvature perturbation Ψ σε ένα γενικό slicing και το inflaton
perturbation δφ σε αυτή τη ϐαθµίδα. Από κατασκευής, το R αντιπροσωπεύει το ϐαρυτικό
δυναµικό σε comoving υπερεπιφάνειες όπου δφ = 0 [2]

R = Ψ|δφ=0

0.3.7 Υπολογισµός της curvature perturbation στη longitudinal gauge

Η longitudinal gauge είναι µία ϐολική επιλογή ϐαθµίδας για τον υπολογισµό των cosmologi-
cal perturbations και χαρακτηρίζεται από έναν µετασχηµατισµό συντεταγµένων, τέτοιον ώστε
B = E = 0. ΄Ετσι ουσιαστικά µένουν 2 ϐαθµοί ελευθερίας στα scalar perturbations, Φ και Ψ.

Αρχικά, για τον υπολογισµό ϑα χρησιµοποιήσουµε το µη διαγώνιο κοµµάτι (i 6= j) της
(ij)−εξίσωσης Einstein. Από τη στιγµή που ο stress energy-momentum tensor δεν έχει
µη διαγώνια στοιχεία, έχουµε

−∂i∂jΦ + ∂i∂jΨ = 8πG · 0⇒ ∂i∂j(Ψ− Φ) = 0⇒ Ψ = Φ

∆ουλεύοντας λοιπόν µόνο µε τη µεταβλητή Ψ, συνεχίζουµε µε το (0i)− στοιχείο της εξίσωσης
Einstein, οπότε

2∂iΨ
′+2

a′

a
∂iΨ = 8πGφ′∂iδφ⇒ ∂i

(
Ψ′ +

a′

a
Ψ

)
= ∂i(4πGφ

′δφ)⇒ Ψ′+HΨ = 4πGφ′δφ = εH2 δφ

φ′

(10)

όπου ε = 4πG
φ′2

H2
(slow-roll parameter).
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Στη συνέχεια, µε όµοιο τρόπο εξάγουµε από το (00)−στοιχείο και το διαγώνιο µέρος (ii)
της (ij)− εξίσωσης Einstein τις παρακάτω 2 σχέσεις

3H(Ψ′ +HΨ)−∇2Ψ = −4πG(φ′δφ′ − φ′2Ψ + a2δφV ′)

(
2
a′′

a
−
(
a′

a

)2
)

Ψ + 3HΨ′ + Ψ′′ = 4πG(φ′δφ′ − φ′2Ψ− a2δφV ′)

Αθροίζοντάς τις, έχουµε

6HΨ′ + 2H2Ψ−∇2Ψ + Ψ′′ + 2
a′′

a
Ψ = −8πGa2δφV ′

Γνωρίζουµε ότι
a′′

a
= H ′ +H2, οπότε η παραπάνω σχέση γίνεται

6HΨ′ + 4H2Ψ−∇2Ψ + Ψ′′ + 2H ′Ψ = −8πGa2δφV ′

Χρησιµοποιώντας τώρα και την background Klein-Gordon, δηλαδή ότι −V ′ =
1

a2
φ′′ + 2

a′

a3
φ′,

παίρνουµε ότι

6HΨ′ + 4H2Ψ−∇2Ψ + Ψ′′ + 2H ′Ψ = 8πGφ′′δφ+ 16πG
a′

a
φ′δφ

Από την (10)

δφ =
1

4πGφ′
(Ψ′ +HΨ)

΄Αρα

6HΨ′ + 4H2Ψ−∇2Ψ + Ψ′′ + 2H ′Ψ = 2
φ′′

φ′
(Ψ′ +HΨ) + 4(HΨ′ +H2Ψ)⇒

2HΨ′ + Ψ′′ −∇2Ψ + 2H ′Ψ− 2
φ′′

φ′
Ψ′ − 2

φ′′

φ′
HΨ = 0⇒

Ψ′′k + 2

(
H − φ′′

φ′

)
Ψ′k + 2

(
H ′ − φ′′

φ′
H

)
Ψk + k2Ψk = 0
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Γνωρίζουµε ότι η − ε = 1 − φ′′

Hφ′
και η − 2ε =

H ′

H2
− φ′′

Hφ′
, οπότε η παραπάνω σχέση

τροποποιείται τελικά ως εξής

Ψ′′k + 2H(η − ε)Ψ′ + 2H2(η − 2ε)Ψk + k2Ψk = 0

Στις super-Hubble κλίµακες, το ϐαρυτικό δυναµικό Ψ είναι σχεδόν σταθερό (όπως εξάγεται
στην περίπτωση µίας quasi de Sitter stage, λογαριθµική εξάρτηση από το χρόνο, ανάλογο µε
τα slow-roll parameters), δηλαδή Ψ̇k ∼ (slow-roll parameters) ×Ψk. Αυτό δεν µας προκαλεί
έκπληξη, καθώς γνωρίζουµε ότι τα fluctuations είναι ¨παγωµένα¨ στις super-Hubble scales.

Από την (10) και µε ϐάση το προηγούµενο σχόλιο, έχουµε ότι

Ψk ' εH
δφk

φ̇
(on super − hubble scales) (11)

Αυτό µας δίνει την ευκαιρία να υπολογίσουµε τη gauge invariant comoving curvature pertur-
bation Rk

Rk = Ψk +H
δφk

φ̇
= (1 + ε)H

δφk

φ̇
' H δφk

φ̇

Το power spectrum της comoving curvature perturbation Rk στις super-Hubble scales,
γράφεται ως

PR =
k3

2π2

H2

φ̇2
|δφk|2

Επίσης

ε =
φ̇2

2H2M̄2
Pl

⇒ H2

φ̇2
=

1

2εM̄2
Pl

Οπότε, από τις 2 παραπάνω σχέσεις

PR =
k3

4επ2M̄2
Pl

|δφk|2

Αυτό που µένει για να ϐρούµε το PR, είναι να υπολογιστεί η χρονική εξέλιξη του δφk. Για αυτό
το λόγο, ϑεωρούµε την perturbed Klein-Gordon στην longitudinal gauge και σε cosmic time,
δηλαδή τροποποιούµε κατάλληλα την (9) και έχουµε

38



δφ̈k + 3Hδφ̇k +
k2

a2
δφk + V ′′δφk = −2ΨkV

′ + 4Ψ̇kφ̇

Από τη στιγµή που στις super-Hubble scales ισχύει |4Ψ̇kφ̇| � |ΨkV
′|, χρησιµοποιώντας την

(11) και τη σχέση V ′ ' −3Hφ̇, µπορούµε να ξαναγράψουµε την perturbed Klein-Gordon στις
super-Hubble scales ως

δφ̈k + 3Hδφ̇k + V ′′δφk = −2

(
εH

δφk

φ̇

)
(−3Hφ̇)⇒ δφ̈k + 3Hδφ̇k + (V ′′ − 6εH2)δφk = 0

΄Επειτα, εισάγουµε ως συνήθως το πεδίο δχk = δφk
a και πηγαίνουµε στον conformal time τ .

Από τις σχέσεις V ′′ = 3ηH2 και a
′′

a '
(2+3ε)
τ2 , η perturbed Klein-Gordon στις super-Hubble

scales γίνεται

δχ′′k −
1

τ2

(
ν2 − 1

4

)
δχk = 0

όπου ν2 = 9
4 + 9ε− 3η.

Τέλος, πάλι από τη µελέτη των quantum fluctuations ενός πεδίου µε µάζα κατά τη διάρκεια
µιας quasi de Sitter stage, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι

|δφk| '
H√
2k3

(
k

aH

) 3
2−ν

(on super − hubble scales)

Συνεπώς, τόσο το inflaton perturbation όσο και το ϐαρυτικό δυναµικό, είναι σχεδόν σταθερά
στις super-Hubble scales.

Σύµφωνα µε την τελευταία σχέση που εξάγαµε, υπολογίζουµε το power spectrum της como-
ving curvature perturbation στις super-Hubble scales

PR =
k3

4επ2M̄2
Pl

|δφk|2 =
k3

4επ2M̄2
Pl

(
H√
2k3

)2(
k

aH

)3−2ν

=
1

2εM̄2
Pl

(
H

2π

)2(
k

aH

)nR−1

≡ A2
R

(
k

aH

)nR−1

όπου A2
R το πλάτος της comoving curvature perturbation και nR ο spectral index της, για

τον οποίο ισχύει

nR − 1 =
dlnPR
dlnk

= 3− 2ν = 2η − 6ε

Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι το ϕάσµα των curvature perturbations είναι σχεδόν scale-independent.
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0.4 Υπολογισµός του Weyl tensor

Στη συνέχεια ϑα υπολογιστεί το τετράγωνο του Weyl tensor, καθώς το coupling του µε το in-
flaton είναι η πιο γενική διόρθωση στην tensor two-point function. Θα δείξουµε ακόµα ότι
αυτό το σενάριο οδηγεί σε µία διόρθωση στο tilt του tensor power spectrum, παραβιάζοντας
την tensor consistency condition.

Στην περίπτωσή µας, ϑεωρούµε µοντέλα inflation των οποίων οι προβλέψεις ελέγχονται από
τη weakly broken conformal symmetry ενός quasi de Sitter background. Το tensor power
spectrum χαρακτηρίζεται από ένα πλάτος (ή tensor-to-scalar ratio, r) και ένα tilt (nt), τα οποία
όταν ένα πεδίο κάνει slow-roll inflation minimally coupled µε την Einstein gravity, συνδέονται
µέσω της consistency condition r = −8nt. Θα δείξουµε ότι οι κυρίαρχες higher curvature
διορθώσεις στη gravitational δράση, οδηγούν σε παραβίαση αυτής της consistency condition.

Αρχικά, ϑεωρούµε ένα µικρό σπάσιµο της de Sitter συµµετρίας στη δράση του inflaton, η οπο-
ία ελέγχεται από τη slow-roll parameter ε ≡ − Ḣ

H2 . Στο µοντέλο µας, η conformal symmetry
σπάει από το δυναµικό του inflaton που κάνει coupling µε το τετράγωνο του Weyl tensor. Ενώ
το tensor-to-scalar ratio είναι της τάξης του ε, το tensor tilt έχει µία διόρθωση της τάξης του√
εH

2

M2 , όπου M είναι το scale που κάνει supress τα higher curvature corrections. Εάν το M
είναι κοντά στο Hubble rate, οι διορθώσεις αυτές είναι το κυρίαρχο ϕαινόµενο.

Θα ξεκινήσουµε λοιπόν µε την standard ADM αποσύνθεση της µετρικής, µε τα N και τα N i

να είναι ανεξάρτητα από το χρόνο

ds2 = −N2dt2 + gij(N
idt+ dxi)(N jdt+ dxj)

Στην comoving gauge το inflaton είναι unperturbed, φ = φ̄(t) και η χωρική µετρική γράφεται

gij = a2(δij + γij)

όπου γij ένας transverse και traceless tensor. Οπότε έχουµε την ακόλουθη εικόνα

gµν =

[
−N2 +NiN

i Ni
Ni a2(δij + γij)

]
, gµν =

[
− 1
N2

Ni

N2

Ni

N2
1
a2 (δij − γij − NiNj

N2 )

]

Ξεκινάµε λοιπόν µε τον υπολογισµό των Christoffel symbols, για τα οποία ισχύει

Γabc =
1

2
gak

(
∂gkb
∂xc

+
∂gkc
∂xb

− ∂gbc
∂xk

)
[3]

Συνεπώς, σε πρώτο ϐαθµό έχουµε
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Γ0
00 =

1

2
g0k

(
∂gk0

∂x0
+
∂gk0

∂x0
− ∂g00

∂xk

)
=

1

2
g0k

(
2
∂gk0

∂x0
− ∂g00

∂xk

)
=

1

2
g00

(
2
∂g00

∂x0
− ∂g00

∂x0

)
+

1

2
g0i

(
2
∂gi0
∂x0

− ∂g00

∂xi

)
=

1

2

N i

N2

[
−∂(−N2 +NiN

i)

∂xi

]
= 0

Γ0
i0 =

1

2
g0k

(
∂gki
∂x0

+
∂gk0

∂xi
− ∂gi0
∂xk

)
=

1

2
g00

(
∂g0i

∂x0
+
∂g00

∂xi
− ∂gi0
∂x0

)
+

1

2
g0j

(
∂gji
∂x0

+
∂gj0
∂xi

− ∂gi0
∂xj

)
=

− 1

2N2

∂(−N2 +NiN
i)

∂xi
+

N j

2N2

∂gji
∂x0

=
N j

2N2
[2aȧ(δji + γji) + a2γ̇ji]

Γ0
0j =

1

2
g0k

(
∂gk0

∂xj
+
∂gkj
∂x0

− ∂g0j

∂xk

)
=

1

2
g00

(
∂g00

∂xj
+
∂g0j

∂x0
− ∂g0j

∂x0

)
+

1

2
g0i

(
∂gi0
∂xj

+
∂gij
∂x0

− ∂g0j

∂xi

)
=

− 1

2N2

∂(−N2 +NiN
i)

∂xj
+

N i

2N2

∂gij
∂x0

=
N i

2N2
[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ]

Γ0
ij =

1

2
g0k

(
∂gki
∂xj

+
∂gkj
∂xi

− ∂gij
∂xk

)
=

1

2
g00

(
∂g0i

∂xj
+
∂g0j

∂xi
− ∂gij
∂x0

)
+

1

2
g0k

(
∂gki
∂xj

+
∂gkj
∂xi

− ∂gij
∂xk

)
=

− 1

2N2

(
∂Ni
∂xj

+
∂Nj
∂xi
− [2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ]

)
+

Nk

2N2
a2(γki,j + γkj,i − γij,k)

Γρ00 =
1

2
gρk

(
∂gk0

∂x0
+
∂gk0

∂x0
− ∂g00

∂xk

)
=

1

2
gρk

(
2
∂gk0

∂x0
− ∂g00

∂xk

)
=

1

2
gρ0
(

2
∂g00

∂x0
− ∂g00

∂x0

)
+

1

2
gρi
(

2
∂gi0
∂x0

− ∂g00

∂xi

)
=

1

2
gρi
[
−∂(−N2 +NiN

i)

∂xi

]
= 0

Γρ0j =
1

2
gρk

(
∂gk0

∂xj
+
∂gkj
∂x0

− ∂g0j

∂xk

)
=

1

2
gρ0
(
∂g00

∂xj
+
∂g0j

∂x0
− ∂g0j

∂x0

)
+

1

2
gρi
(
∂gi0
∂xj

+
∂gij
∂x0

− ∂g0j

∂xi

)
=

Nρ

2N2

∂(−N2 +NiN
i)

∂xj
+
δρi − γρi

2a2

(
∂Ni
∂xj
− ∂Nj
∂xi

+ [2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ]

)
=

δρi − γρi

2a2

(
∂Ni
∂xj
− ∂Nj
∂xi

+ 2aȧδij

)
+
δρi

2a2
(2aȧγij + a2γ̇ij)

Γρi0 =
1

2
gρk

(
∂gki
∂x0

+
∂gk0

∂xi
− ∂gi0
∂xk

)
=

1

2
gρ0
(
∂g0i

∂x0
+
∂g00

∂xi
− ∂gi0
∂x0

)
+

1

2
gρj
(
∂gji
∂x0

+
∂gj0
∂xi

− ∂gi0
∂xj

)
=

Nρ

2N2

∂(−N2 +NiN
i)

∂xi
+
δρj − γρj

2a2

(
∂Nj
∂xi
− ∂Ni
∂xj

+ [2aȧ(δji + γji) + a2γ̇ji]

)
=

δρj − γρj

2a2

(
∂Nj
∂xi
− ∂Ni
∂xj

+ 2aȧδji

)
+
δρj

2a2
(2aȧγji + a2γ̇ji)
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Γρij =
1

2
gρk

(
∂gki
∂xj

+
∂gkj
∂xi

− ∂gij
∂xk

)
=

1

2
gρ0
(
∂g0i

∂xj
+
∂g0j

∂xi
− ∂gij
∂x0

)
+

1

2
gρk

(
∂gki
∂xj

+
∂gkj
∂xi

− ∂gij
∂xk

)
=

− Nρ

2N2
[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ] +

δρk

2
(γki,j + γkj,i − γij,k)

Στη συνέχεια ϑα υπολογίσουµε τον Riemann tensor, µε ϐάση τον τύπο

Riklm =
1

2

(
∂2gim
∂xk∂xl

+
∂2gkl
∂xi∂xm

− ∂2gil
∂xk∂xm

− ∂2gkm
∂xi∂xl

)
+ gnρ(Γ

n
klΓ

ρ
im − ΓnkmΓρil)

Αρχικά, όσα έχουν τρία ή τέσσερα µηδενικά στοιχεία, είναι µηδέν. Οπότε υπολογίζουµε όσα
έχουν ένα, δύο ή κανένα στοιχείο µηδέν.

R00in =
1

2

(
∂2g0n

∂x0∂xi
+

∂2g0i

∂x0∂xn
− ∂2g0i

∂x0∂xn
− ∂2g0n

∂x0∂xi

)
+ gkρ(Γ

k
0iΓ

ρ
0n − Γk0nΓρ0i) = g00(Γ0

0iΓ
0
0n − Γ0

0nΓ0
0i)+

g0ρ(Γ
0
0iΓ

ρ
0n − Γ0

0nΓρ0i) + gk0(Γk0iΓ
0
0n − Γk0nΓ0

0i) + gkρ(Γ
k
0iΓ

ρ
0n − Γk0nΓρ0i) = a2(γkρ + δkρ)×[

1

2a2
(δkj − γkj)

(
∂Nj
∂xi
− ∂Ni
∂xj

+ 2aȧδji

)
+
δkj

2a2
(2aȧγji + a2γ̇ji)

]
×[

1

2a2
(δρj − γρj)

(
∂Nj
∂xn

− ∂Nn
∂xj

+ 2aȧδjn

)
+
δρj

2a2
(2aȧγjn + a2γ̇jn)

]
− a2(γkρ + δkρ)×[

1

2a2
(δkj − γkj)

(
∂Nj
∂xn

− ∂Nn
∂xj

+ 2aȧδjn

)
+
δkj

2a2
(2aȧγjn + a2γ̇jn)

]
×[

1

2a2
(δρj − γρj)

(
∂Nj
∂xi
− ∂Ni
∂xj

+ 2aȧδji

)
+
δρj

2a2
(2aȧγji + a2γ̇ji)

]
= a2(γkρ + δkρ)×

δkρ − γρk − γkρ

4a4

[
2aȧδji

(
∂Nj
∂xn

− ∂Nn
∂xj

)
+ 2aȧδjn

(
∂Nj
∂xi
− ∂Ni
∂xj

)
+ 4a2ȧ2δin

]
+ a2(γkρ + δkρ)×[

δkρ

4a4

(
∂Nj
∂xi
− ∂Ni
∂xj

+ 2aȧδji

)
(2aȧγjn + a2γ̇jn) +

δkρ

4a4

(
∂Nj
∂xn

− ∂Nn
∂xj

+ 2aȧδjn

)
(2aȧγji + a2γ̇ji)

]
−

a2(γkρ + δkρ)
δkρ − γρk − γkρ

4a4

[
2aȧδji

(
∂Nj
∂xn

− ∂Nn
∂xj

)
+ 2aȧδjn

(
∂Nj
∂xi
− ∂Ni
∂xj

)
+ 4a2ȧ2δin

]
−

a2(γkρ + δkρ)
δkρ

4a4

(
∂Nj
∂xi
− ∂Ni
∂xj

+ 2aȧδji

)
(2aȧγjn + a2γ̇jn)−

a2(γkρ + δkρ)
δkρ

4a4

(
∂Nj
∂xn

− ∂Nn
∂xj

+ 2aȧδjn

)
(2aȧγji + a2γ̇ji) = 0
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R0i0j =
1

2

(
∂2g0j

∂xi∂x0
+

∂2gi0
∂x0∂xj

− ∂2g00

∂xi∂xj
− ∂2gij

(∂x0)2

)
+ gnρ(Γ

n
i0Γρ0j − ΓnijΓ

ρ
00) = −1

2

∂2gij
(∂x0)2

+

g00(Γ0
i0Γ0

0j − Γ0
ijΓ

0
00) + g0ρ(Γ

0
i0Γρ0j − Γ0

ijΓ
ρ
00) + gn0(Γni0Γ0

0j − ΓnijΓ
0
00) + gnρ(Γ

n
i0Γρ0j − ΓnijΓ

ρ
00) =

a2(γnρ + δnρ)

[
1

2a2
(δnk − γnk)

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
+
δnk

2a2
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
×[

1

2a2
(δρk − γρk)

(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

+ 2aȧδkj

)
+
δρk

2a2
(a2γ̇kj + 2aȧγkj)

]
− 1

2

∂

∂x0
[2aȧ(γij + δij) + a2γ̇ij ] =

− 1

2
[(2ȧ2 + 2aä)(γij + δij) + a2γ̈ij + 4aȧγ̇ij ]+

a2(γnρ + δnρ)
δnρ − γρn − γnρ

4a4

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
2aȧδkj +

(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
2aȧδik + 4a2ȧ2δij

]
+

a2(γnρ + δnρ)
δnρ

4a4

(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

+ 2aȧδkj

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki)+

a2(γnρ + δnρ)
δnρ

4a4

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
(a2γ̇kj + 2aȧγkj) =

− 1

2
[(2ȧ2 + 2aä)(γij + δij) + a2γ̈ij + 4aȧγ̇ij ] +

3

4a2

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
+

3

4a2

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(a2γ̇kj + 2aȧγkj) + 4a2ȧ2γij + 2a3ȧγ̇ij + 4a2ȧ2γji + 2a3ȧγ̇ji + 4a2ȧ2δij

]

R0mi0 =
1

2

(
∂2g00

∂xm∂xi
+
∂2gmi
(∂x0)2

− ∂2g0i

∂xm∂x0
− ∂2gm0

∂x0∂xi

)
+ gnρ(Γ

n
miΓ

ρ
00 − Γnm0Γρ0i) =

1

2

∂2gmi
(∂x0)2

+

g00(Γ0
miΓ

0
00 − Γ0

m0Γ0
0i) + g0ρ(Γ

0
miΓ

ρ
00 − Γ0

m0Γρ0i) + gn0(ΓnmiΓ
0
00 − Γnm0Γ0

0i) + gnρ(Γ
n
miΓ

ρ
00 − Γnm0Γρ0i) =

− a2(γnρ + δnρ)

[
1

2a2
(δnk − γnk)

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

+ 2aȧδkm

)
+
δnk

2a2
(a2γ̇km + 2aȧγkm)

]
×[

1

2a2
(δρk − γρk)

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
+
δρk

2a2
(2aȧγki + a2γ̇ki)

]
+

1

2

∂

∂x0
[2aȧ(γmi + δmi) + a2γ̇mi] =

1

2
[(2ȧ2 + 2aä)(γmi + δmi) + a2γ̈mi + 4aȧγ̇mi]−

a2(γnρ + δnρ)
δnρ − γnρ − γρn

4a4

[(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
2aȧδki +

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
2aȧδkm + 4a2ȧ2δim

]
−

a2(γnρ + δnρ)
δnρ

4a4

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

+ 2aȧδkm

)
(2aȧγki + a2γ̇ki)−

a2(γnρ + δnρ)
δnρ

4a4

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm) =
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1

2
[(2ȧ2 + 2aä)(γmi + δmi) + a2γ̈mi + 4aȧγ̇mi]−

3

4a2

[(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(2aȧγki + a2γ̇ki)

]
−

3

4a2

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm) + 4a2ȧ2δim + 4a2ȧ2γim + 2a3ȧγ̇im + 4a2ȧ2γmi + 2a3ȧγ̇mi

]

Ri00n =
1

2

(
∂2gin
(∂x0)2

+
∂2g00

∂xi∂xn
− ∂2gi0
∂x0∂xn

− ∂2g0n

∂xi∂x0

)
+ gkρ(Γ

k
00Γρin − Γk0nΓρi0) =

1

2

∂2gin
(∂x0)2

+

g00(Γ0
00Γ0

in − Γ0
0nΓ0

i0) + g0ρ(Γ
0
00Γρin − Γ0

0nΓρi0) + gk0(Γk00Γ0
in − Γk0nΓ0

i0) + gkρ(Γ
k
00Γρin − Γk0nΓρi0) =

− a2(γkρ + δkρ)

[
1

2a2
(δkπ − γkπ)

(
∂Nπ
∂xn

− ∂Nn
∂xπ

+ 2aȧδπn

)
+
δkπ

2a2
(2aȧγπn + a2γ̇πn)

]
×[

1

2a2
(δρπ − γρπ)

(
∂Nπ
∂xi

− ∂Ni
∂xπ

+ 2aȧδπi

)
+
δρπ

2a2
(a2γ̇πi + 2aȧγπi)

]
+

1

2

∂

∂x0
[2aȧ(γin + δin) + a2γ̇in] =

1

2
[(2ȧ2 + 2aä)(γin + δin) + a2γ̈in + 4aȧγ̇in]−

a2(γkρ + δkρ)
δkρ − γkρ − γρk

4a4

[(
∂Nπ
∂xn

− ∂Nn
∂xπ

)
2aȧδπi +

(
∂Nπ
∂xi

− ∂Ni
∂xπ

)
2aȧδπn + 4a2ȧ2δin

]
−

a2(γkρ + δkρ)
δkρ

4a4

(
∂Nπ
∂xn

− ∂Nn
∂xπ

+ 2aȧδπn

)
(a2γ̇πi + 2aȧγπi)−

a2(γkρ + δkρ)
δkρ

4a4

(
∂Nπ
∂xi

− ∂Ni
∂xπ

+ 2aȧδπi

)
(2aȧγπn + a2γ̇πn) =

1

2
[(2ȧ2 + 2aä)(γin + δin) + a2γ̈in + 4aȧγ̇in]− 3

4a2

[(
∂Nπ
∂xn

− ∂Nn
∂xπ

)
(a2γ̇πi + 2aȧγπi)

]
−

3

4a2

[(
∂Nπ
∂xi

− ∂Ni
∂xπ

)
(2aȧγπn + a2γ̇πn) + 4a2ȧ2δin + 2a3ȧγ̇ni + 4a2ȧ2γni + 2a3ȧγ̇in + 4a2ȧ2γin

]

Rin00 =
1

2

(
∂2gi0
∂xn∂x0

+
∂2gn0

∂xi∂x0
− ∂2gi0
∂xn∂x0

− ∂2gn0

∂xi∂x0

)
+ gkρ(Γ

k
n0Γρi0 − Γkn0Γρi0) = 0

Ri0j0 =
1

2

(
∂2gi0
∂x0∂xj

+
∂2g0j

∂xi∂x0
− ∂2gij

(∂x0)2
− ∂2g00

∂xi∂xj

)
+ gnρ(Γ

n
0jΓ

ρ
i0 − Γn00Γρij) = −1

2

∂2gij
(∂x0)2

+

g00(Γ0
0jΓ

0
i0 − Γ0

00Γ0
ij) + gn0(Γn0jΓ

0
i0 − Γn00Γ0

ij) + g0ρ(Γ
0
0jΓ

ρ
i0 − Γ0

00Γρij) + gnρ(Γ
n
0jΓ

ρ
i0 − Γn00Γρij) =

a2(γnρ + δnρ)

[
1

2a2
(δnk − γnk)

(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

+ 2aȧδkj

)
+
δnk

2a2
(2aȧγkj + a2γ̇kj)

]
×[

1

2a2
(δρk − γρk)

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
+
δρk

2a2
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
− 1

2

∂

∂x0
[2aȧ(γij + δij) + a2γ̇ij ] =

44



− 1

2
[(2ȧ2 + 2aä)(γij + δij) + a2γ̈ij + 4aȧγ̇ij ]+

a2(γnρ + δnρ)
δnρ − γnρ − γρn

4a4

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
2aȧδki +

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
2aȧδkj + 4a2ȧ2δij

]
+

a2(γnρ + δnρ)
δnρ

4a4

(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

+ 2aȧδkj

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki)+

a2(γnρ + δnρ)
δnρ

4a4

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
(2aȧγkj + a2γ̇kj) =

− 1

2
[(2ȧ2 + 2aä)(γij + δij) + a2γ̈ij + 4aȧγ̇ij ] +

3

4a2

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
+

3

4a2

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(2aȧγkj + a2γ̇kj) + 4a2ȧ2δij + 2a3ȧγ̇ji + 4a2ȧ2γji + 2a3ȧγ̇ij + 4a2ȧ2γij

]

Rimjn =
1

2

(
∂2gin
∂xm∂xj

+
∂2gmj
∂xi∂xn

− ∂2gij
∂xm∂xn

− ∂2gmn
∂xi∂xj

)
+ gkρ(Γ

k
mjΓ

ρ
in − ΓkmnΓρij) =

a2

2
(γin,mj + γmj,in − γij,mn − γmn,ij) + g00(Γ0

mjΓ
0
in − Γ0

mnΓ0
ij) + g0ρ(Γ

0
mjΓ

ρ
in − Γ0

mnΓρij)+

gk0(ΓkmjΓ
0
in − ΓkmnΓ0

ij) + gkρ(Γ
k
mjΓ

ρ
in − ΓkmnΓρij) =

a2

2
(γin,mj + γmj,in − γij,mn − γmn,ij)+

Nρ
aȧ

2N2
[δmjδ

ρσ(γσi,n + γσn,i − γin,σ)− δmnδρσ(γσi,j + γσj,i − γij,σ)] +

Nk
aȧ

2N2

[
δinδ

kσ(γσm,j + γσj,m − γmj,σ)− δijδkσ(γσm,n + γσn,m − γmn,σ)
]

+

a2(γkρ + δkρ)

[
− Nk

2N2
[2aȧ(δmj + γmj) + a2γ̇mj ] +

δkσ

2
(γσm,j + γσj,m − γmj,σ)

]
×[

− Nρ

2N2
[2aȧ(δin + γin) + a2γ̇in] +

δρσ

2
(γσi,n + γσn,i − γin,σ)

]
−

a2(γkρ + δkρ)

[
− Nk

2N2
[2aȧ(δmn + γmn) + a2γ̇mn] +

δkσ

2
(γσm,n + γσn,m − γmn,σ)

]
×[

− Nρ

2N2
[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ] +

δρσ

2
(γσi,j + γσj,i − γij,σ)

]
=

a2

2
(γin,mj + γmj,in − γij,mn − γmn,ij) +Nσ

aȧ

2N2
[δmj(γσi,n + γσn,i − γin,σ)− δmn(γσi,j + γσj,i − γij,σ)] +

Nσ
aȧ

2N2
[δin(γσm,j + γσj,m − γmj,σ)− δij(γσm,n + γσn,m − γmn,σ)] +

a2(γkρ + δkρ)

[
−N

kδρσ

4N2
2aȧδmj(γσi,n + γσn,i − γin,σ)− Nρδkσ

4N2
2aȧδin(γσm,j + γσj,m − γmj,σ)

]
−

a2(γkρ + δkρ)

[
−N

kδρσ

4N2
2aȧδmn(γσi,j + γσj,i − γij,σ)− Nρδkσ

4N2
2aȧδij(γσm,n + γσn,m − γmn,σ)

]
=
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a2

2
(γin,mj + γmj,in − γij,mn − γmn,ij) +Nσ

aȧ

2N2
[δmj(γσi,n + γσn,i − γin,σ)− δmn(γσi,j + γσj,i − γij,σ)] +

Nσ
aȧ

2N2
[δin(γσm,j + γσj,m − γmj,σ)− δij(γσm,n + γσn,m − γmn,σ)]− a3ȧNσ

2N2
δmj(γσi,n + γσn,i − γin,σ)−

a3ȧNσ

2N2
δin(γσm,j + γσj,m − γmj,σ) +

a3ȧNσ

2N2
δmn(γσi,j + γσj,i − γij,σ)+

a3ȧNσ

2N2
δij(γσm,n + γσn,m − γmn,σ) =

a2

2
(γin,mj + γmj,in − γij,mn − γmn,ij)+

Nσ
aȧ

2N2
(1− a2) [δmj(γσi,n + γσn,i − γin,σ)− δmn(γσi,j + γσj,i − γij,σ)] +

Nσ
aȧ

2N2
(1− a2) [δin(γσm,j + γσj,m − γmj,σ)− δij(γσm,n + γσn,m − γmn,σ)]

R0min =
1

2

(
∂2g0n

∂xm∂xi
+

∂2gmi
∂x0∂xn

− ∂2g0i

∂xm∂xn
− ∂2gmn
∂x0∂xi

)
+ gjρ(Γ

j
miΓ

ρ
0n − ΓjmnΓρ0i) =

1

2

(
∂2gmi
∂x0∂xn

− ∂2gmn
∂x0∂xi

)
+

g00(Γ0
miΓ

0
0n − Γ0

mnΓ0
0i) + g0ρ(Γ

0
miΓ

ρ
0n − Γ0

mnΓρ0i) + gj0(ΓjmiΓ
0
0n − ΓjmnΓ0

0i) + gjρ(Γ
j
miΓ

ρ
0n − ΓjmnΓρ0i) =

Nρ
2N2

[2aȧ(δmi + γmi) + a2γ̇mi]

[
ȧ

a
δkn(δρk − γρk) +

δρk

2a2
(2aȧγkn + a2γ̇kn)

]
−

Nρ
2N2

[2aȧ(δmn + γmn) + a2γ̇mn]

[
ȧ

a
δki(δ

ρk − γρk) +
δρk

2a2
(2aȧγki + a2γ̇ki)

]
+

1

2

[
∂

∂xn
[2aȧ(γmi + δmi) + a2γ̇mi]−

∂

∂xi
[2aȧ(γmn + δmn) + a2γ̇mn]

]
+

a2(γjρ + δjρ)

[
− N j

2N2
[2aȧ(δmi + γmi) + a2γ̇mi] +

δjk

2
(γkm,i + γki,m − γmi,k)

]
×[

1

2a2
(δρk − γρk)

(
∂Nk
∂xn

− ∂Nn
∂xk

+ 2aȧδkn

)
+
δρk

2a2
(2aȧγkn + a2γ̇kn)

]
−

a2(γjρ + δjρ)

[
− N j

2N2
[2aȧ(δmn + γmn) + a2γ̇mn] +

δjk

2
(γkm,n + γkn,m − γmn,k)

]
×[

1

2a2
(δρk − γρk)

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
+
δρk

2a2
(2aȧγki + a2γ̇ki)

]
=

Nn
2N2

[2ȧ2(δmi + γmi) + aȧγ̇mi] +
aȧNρ
N2

δmi

(
− ȧ
a
γρn +

ȧ

a
γρn +

1

2
γ̇ρn

)
−

Ni
2N2

[2ȧ2(δmn + γmn) + aȧγ̇mn]− aȧNρ
N2

δmn

(
− ȧ
a
γρi +

ȧ

a
γρi +

1

2
γ̇ρi

)
+

1

2
(2aȧγmi,n+ + a2γ̇mi,n − 2aȧγmn,i − a2γ̇mn,i) + a2(γjρ + δjρ)×[
−aȧN

j

N2
δmi

(
ȧ

a
γρn +

1

2
γ̇ρn

)
+
δjρ

4a2
(γkm,i + γki,m − γmi,k)

(
∂Nk
∂xn

− ∂Nn
∂xk

+ 2aȧδkn

)]
−
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a2(γjρ + δjρ)
ȧ

a
(δρn − γρn)

N j

2N2
[2aȧ(δmi + γmi) + a2γ̇mi]+

a2(γjρ + δjρ)
ȧ

a
(δρi − γρi) N

j

2N2
[2aȧ(δmn + γmn) + a2γ̇mn]− a2(γjρ + δjρ)×[

−aȧN
j

N2
δmn

(
ȧ

a
γρi +

1

2
γ̇ρi

)
+
δjρ

4a2

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
(γkm,n + γkn,m − γmn,k)

]
=

aȧ(γmi,n − γmn,i) +
a2

2
(γ̇mi,n − γ̇mn,i) +

aȧNρ
2N2

(δmiγ̇ρn − δmnγ̇ρi) +
Nn
2N2

[2ȧ2(δmi + γmi) + aȧγ̇mi]−

Ni
2N2

[2ȧ2(δmn + γmn) + aȧγ̇mn]− aȧN j

N2
δmi

(
aȧγjn +

a2

2
γ̇jn

)
+
aȧN j

N2
δmn

(
aȧγji +

a2

2
γ̇ji

)
+

3

4
(γkm,i + γki,m − γmi,k)

(
∂Nk
∂xn

− ∂Nn
∂xk

+ 2aȧδkn

)
−

3

4

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
(γkm,n + γkn,m − γmn,k)−

aȧNn

N2

[
aȧ(δmi + γmi) +

a2

2
γ̇mi

]
+
aȧN i

N2

[
aȧ(δmn + γmn) +

a2

2
γ̇mn

]
=

aȧ(γmi,n − γmn,i) +
a2

2
(γ̇mi,n − γ̇mn,i) +

Nn

2N2
[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(δmi + γmi) + (aȧ− a3ȧ)γ̇mi] +

3

4
×[

(γkm,i + γki,m − γmi,k)

(
∂Nk
∂xn

− ∂Nn
∂xk

+ 2aȧδkn

)
− (γkm,n + γkn,m − γmn,k)

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)]
+

N i

2N2
[(2a2ȧ2 − 2ȧ2)(δmn + γmn) + (a3ȧ− aȧ)γ̇mn]+

aȧNρ

2N2
[δmn(2aȧγρi + a2γ̇ρi)− δmi(2aȧγρn + a2γ̇ρn) + δmiγ̇ρn − δmnγ̇ρi]

Rim0n =
1

2

(
∂2gin
∂xm∂x0

+
∂2gm0

∂xi∂xn
− ∂2gi0
∂xm∂xn

− ∂2gmn
∂xi∂x0

)
+ gkρ(Γ

k
m0Γρin − ΓkmnΓρi0) =

1

2

(
∂2gin
∂xm∂x0

− ∂2gmn
∂xi∂x0

)
+

g00(Γ0
m0Γ0

in − Γ0
mnΓ0

i0) + gk0(Γkm0Γ0
in − ΓkmnΓ0

i0) + g0ρ(Γ
0
m0Γρin − Γ0

mnΓρi0) + gkρ(Γ
k
m0Γρin − ΓkmnΓρi0) =

1

2

[
∂

∂xm
[2aȧ(γin + δin) + a2γ̇in]− ∂

∂xi
[2aȧ(γmn + δmn) + a2γ̇mn]

]
+

Nk
2N2

[2aȧ(δin + γin) + a2γ̇in]

[
ȧ

a
(δkm − γkm) +

δkπ

2a2
(a2γ̇πm + 2aȧγπm)

]
−

Nρ
2N2

[2aȧ(δmn + γmn) + a2γ̇mn]

[
ȧ

a
(δρi − γρi) +

δρπ

2a2
(a2γ̇πi + 2aȧγπi)

]
+

a2(γkρ + δkρ)

[
1

2a2
(δkπ − γkπ)

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
+
δkπ

2a2
(a2γ̇πm + 2aȧγπm)

]
×[

− Nρ

2N2
[2aȧ(δin + γin) + a2γ̇in] +

δρπ

2
(γπi,n + γπn,i − γin,π)

]
−

47



a2(γkρ + δkρ)

[
− Nk

2N2
[2aȧ(δmn + γmn) + a2γ̇mn] +

δkπ

2
(γπm,n + γπn,m − γmn,π)

]
×[

1

2a2
(δρπ − γρπ)

(
∂Nπ
∂xi

− ∂Ni
∂xπ

+ 2aȧδπi

)
+
δρπ

2a2
(a2γ̇πi + 2aȧγπi)

]
=

1

2
(2aȧγin,m + a2γ̇in,m − 2aȧγmn,i − a2γ̇mn,i) +

Nm
2N2

[2ȧ2(γin + δin) + aȧγ̇in]+

aȧNk
N2

δin

(
− ȧ
a
γkm +

1

2
γ̇km +

ȧ

a
γkm

)
− Ni

2N2
[2ȧ2(γmn + δmn) + aȧγ̇mn]−

aȧNρ
N2

δmn

(
− ȧ
a
γρi +

1

2
γ̇ρi +

ȧ

a
γρi

)
+ a2(γkρ + δkρ)

δkρ

4a2

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
(γπi,n + γπn,i − γin,π)−

a2(γkρ + δkρ)
aȧNρ

N2
δin

(
1

2
γ̇km +

ȧ

a
γkm

)
− a2(γkρ + δkρ)

ȧ

a
(δkm − γkm)

Nρ

2N2
[2aȧ(δin + γin) + a2γ̇in]+

a2(γkρ + δkρ)
aȧNk

N2
δmn

(
1

2
γ̇ρi +

ȧ

a
γρi

)
− a2(γkρ + δkρ)

δkρ

4a2

(
∂Nπ
∂xi

− ∂Ni
∂xπ

+ 2aȧδπi

)
(γπm,n + γπn,m − γmn,π)+

a2(γkρ + δkρ)
ȧ

a
(δρi − γρi) N

k

2N2
[2aȧ(δmn + γmn) + a2γ̇mn] = aȧ(γin,m − γmn,i) +

a2

2
(γ̇in,m − γ̇mn,i)+

3

4

[(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
(γπi,n + γπn,i − γin,π)−

(
∂Nπ
∂xi

− ∂Ni
∂xπ

+ 2aȧδπi

)
(γπm,n + γπn,m − γmn,π)

]
+

Nm
2N2

[2ȧ2(γin + δin) + aȧγ̇in] +
aȧNk
2N2

δinγ̇km −
Ni

2N2
[2ȧ2(γmn + δmn) + aȧγ̇mn]− aȧNρ

2N2
δmnγ̇ρi−

a3ȧNk

N2
δin

(
1

2
γ̇km +

ȧ

a
γkm

)
+
a3ȧNρ

N2
δmn

(
1

2
γ̇ρi +

ȧ

a
γρi

)
− aȧNm

2N2
[2aȧ(δin + γin) + a2γ̇in]−

a2ȧ2Nρ

N2
δin(γmρ − γρm) +

aȧN i

2N2
[2aȧ(δmn + γmn) + a2γ̇mn] = aȧ(γin,m − γmn,i) +

a2

2
(γ̇in,m − γ̇mn,i)+

3

4

[(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
(γπi,n + γπn,i − γin,π)−

(
∂Nπ
∂xi

− ∂Ni
∂xπ

+ 2aȧδπi

)
(γπm,n + γπn,m − γmn,π)

]
+

Nm
2N2

[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(γin + δin) + (aȧ− a3ȧ)γ̇in] +
Ni

2N2
[(2a2ȧ2 − 2ȧ2)(δmn + γmn) + (a3ȧ− aȧ)γ̇mn]+

aȧNρ

2N2
(δinγ̇ρm − δmnγ̇ρi) +

a2ȧ2Nρ

N2
δin(γρm − γmρ) +

aȧNρ

2N2
[δmn(a2γ̇ρi + 2aȧγρi)− δin(a2γ̇ρm + 2aȧγρm)]
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Rimj0 =
1

2

(
∂2gi0
∂xm∂xj

+
∂2gmj
∂xi∂x0

− ∂2gij
∂xm∂x0

− ∂2gm0

∂xi∂xj

)
+ gnρ(Γ

n
mjΓ

ρ
i0 − Γnm0Γρij) =

1

2

(
∂2gmj
∂xi∂x0

− ∂2gij
∂xm∂x0

)
+

+ g00(Γ0
mjΓ

0
i0 − Γ0

m0Γ0
ij) + g0ρ(Γ

0
mjΓ

ρ
i0 − Γ0

m0Γρij) + gn0(ΓnmjΓ
0
i0 − Γnm0Γ0

ij) + gnρ(Γ
n
mjΓ

ρ
i0 − Γnm0Γρij) =

1

2

[
∂

∂xi
[2aȧ(γmj + δmj) + a2γ̇mj ]−

∂

∂xm
[2aȧ(γij + δij) + a2γ̇ij ]

]
+

Nρ
2N2

[2aȧ(δmj + γmj) + a2γ̇mj ]

[
ȧ

a
(δρi − γρi) +

δρk

2a2
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
−

Nn
2N2

[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ]

[
ȧ

a
(δnm − γnm) +

δnk

2a2
(a2γ̇km + 2aȧγkm)

]
+

a2(γnρ + δnρ)

[
− Nn

2N2
[2aȧ(δmj + γmj) + a2γ̇mj ] +

δnk

2
(γkm,j + γkj,m − γmj,k)

]
×[

1

2a2
(δρk − γρk)

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
+
δρk

2a2
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
−

a2(γnρ + δnρ)

[
1

2a2
(δnk − γnk)

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

+ 2aȧδkm

)
+
δnk

2a2
(a2γ̇km + 2aȧγkm)

]
×[

− Nρ

2N2
[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ] +

δρk

2
(γki,j + γkj,i − γij,k)

]
=

1

2
(2aȧγmj,i + a2γ̇mj,i − 2aȧγij,m − a2γ̇ij,m) +

Ni
2N2

[2ȧ2(δmj + γmj) + aȧγ̇mj ]+

aȧNρ
N2

δmj

(
− ȧ
a
γρi +

1

2
γ̇ρi +

ȧ

a
γρi

)
− Nm

2N2
[2ȧ2(δij + γij) + aȧγ̇ij ]−

aȧNn
N2

δij

(
− ȧ
a
γnm +

1

2
γ̇nm +

ȧ

a
γnm

)
− a2(γnρ + δnρ)

aȧNn

N2
δmj

(
1

2
γ̇ρi +

ȧ

a
γρi

)
+

a2(γnρ + δnρ)
δnρ

4a2

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
(γkm,j + γkj,m − γmj,k)−

a2(γnρ + δnρ)
ȧ

a
(δρi − γρi) N

n

2N2
[2aȧ(δmj + γmj) + a2γ̇mj ] + a2(γnρ + δnρ)

aȧNρ

N2
δij

(
1

2
γ̇nm +

ȧ

a
γnm

)
−

a2(γnρ + δnρ)
δnρ

4a2

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

+ 2aȧδkm

)
(γki,j + γkj,i − γij,k)+

a2(γnρ + δnρ)
ȧ

a
(δnm − γnm)

Nρ

2N2
[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ] = aȧ(γmj,i − γij,m) +

a2

2
(γ̇mj,i − γ̇ij,m)+

3

4

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
(γkm,j + γkj,m − γmj,k)−

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

+ 2aȧδkm

)
(γki,j + γkj,i − γij,k)

]
+

Ni
2N2

[2ȧ2(δmj + γmj) + aȧγ̇mj ]−
Nm
2N2

[2ȧ2(δij + γij) + aȧγ̇ij ] +
aȧNρ
2N2

δmj γ̇ρi −
aȧNn
2N2

δij γ̇nm−

a3ȧNρ

N2
δmj

(
1

2
γ̇ρi +

ȧ

a
γρi

)
− aȧN i

2N2
[2aȧ(δmj + γmj) + a2γ̇mj ] +

a3ȧNn

N2
δij

(
1

2
γ̇nm +

ȧ

a
γnm

)
+
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aȧNm

2N2
[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ] +

a2ȧ2Nρ

N2
δij(γmρ − γρm) = aȧ(γmj,i − γij,m) +

a2

2
(γ̇mj,i − γ̇ij,m)+

3

4

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)
(γkm,j + γkj,m − γmj,k)−

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

+ 2aȧδkm

)
(γki,j + γkj,i − γij,k)

]
+

Ni
2N2

[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(δmj + γmj) + (aȧ− a3ȧ)γ̇mj ] +
Nm
2N2

[(2a2ȧ2 − 2ȧ2)(δij + γij) + (a3ȧ− aȧ)γ̇ij ]+

aȧNρ
2N2

(δmj γ̇ρi − δij γ̇ρm) +
a2ȧ2Nρ

N2
δij(γmρ − γρm)− aȧNρ

2N2
[δmj(a

2γ̇ρi + 2aȧγρi)− δij(a2γ̇ρm + 2aȧγρm)]

Ri0jn =
1

2

(
∂2gin
∂x0∂xj

+
∂2g0j

∂xi∂xn
− ∂2gij
∂x0∂xn

− ∂2g0n

∂xi∂xj

)
+ gkρ(Γ

k
0jΓ

ρ
in − Γk0nΓρij) =

1

2

(
∂2gin
∂x0∂xj

− ∂2gij
∂x0∂xn

)
+

g00(Γ0
0jΓ

0
in − Γ0

0nΓ0
ij) + g0ρ(Γ

0
0jΓ

ρ
in − Γ0

0nΓρij) + gk0(Γk0jΓ
0
in − Γk0nΓ0

ij) + gkρ(Γ
k
0jΓ

ρ
in − Γk0nΓρij) =

1

2

[
∂

∂xj
[2aȧ(γin + δin) + a2γ̇in]− ∂

∂xn
[2aȧ(γij + δij) + a2γ̇ij ]

]
+

Nk
2N2

[2aȧ(δin + γin) + a2γ̇in]

[
ȧ

a
(δkj − γkj) +

δkπ

2a2
(2aȧγπj + a2γ̇πj)

]
−

Nk
2N2

[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ]

[
ȧ

a
(δkn − γkn) +

δkπ

2a2
(2aȧγπn + a2γ̇πn)

]
+

a2(γkρ + δkρ)

[
1

2a2
(δkπ − γkπ)

(
∂Nπ
∂xj

− ∂Nj
∂xπ

+ 2aȧδπj

)
+
δkπ

2a2
(2aȧγπj + a2γ̇πj)

]
×[

− Nρ

2N2
[2aȧ(δin + γin) + a2γ̇in] +

δρπ

2
(γπi,n + γπn,i − γin,π)

]
−

a2(γkρ + δkρ)

[
1

2a2
(δkπ − γkπ)

(
∂Nπ
∂xn

− ∂Nn
∂xπ

+ 2aȧδπn

)
+
δkπ

2a2
(2aȧγπn + a2γ̇πn)

]
×[

− Nρ

2N2
[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ] +

δρπ

2
(γπi,j + γπj,i − γij,π)

]
=

1

2
(2aȧγin,j + a2γ̇in,j − 2aȧγij,n − a2γ̇ij,n)+

Nj
2N2

[2ȧ2(δin + γin) + aȧγ̇in] +
aȧNk
N2

δin

(
− ȧ
a
γkj +

ȧ

a
γkj +

1

2
γ̇kj

)
− Nn

2N2
[2ȧ2(δij + γij) + aȧγ̇ij ]−

aȧNk
N2

δij

(
− ȧ
a
γkn +

ȧ

a
γkn +

1

2
γ̇kn

)
+ a2(γkρ + δkρ)

δkρ

4a2

(
∂Nπ
∂xj

− ∂Nj
∂xπ

+ 2aȧδπj

)
(γπi,n + γπn,i − γin,π)−

a2(γkρ + δkρ)
aȧNρ

N2
δin

(
ȧ

a
γkj +

1

2
γ̇kj

)
− a2(γkρ + δkρ)

ȧ

a
(δkj − γkj) N

ρ

2N2
[2aȧ(δin + γin) + a2γ̇in]+

a2(γkρ + δkρ)
aȧNρ

N2
δij

(
ȧ

a
γkn +

1

2
γ̇kn

)
+ a2(γkρ + δkρ)

ȧ

a
(δkn − γkn)

Nρ

2N2
[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ]−

a2(γkρ + δkρ)
δkρ

4a2

(
∂Nπ
∂xn

− ∂Nn
∂xπ

+ 2aȧδπn

)
(γπi,j + γπj,i − γij,π) = aȧ(γin,j − γij,n) +

a2

2
(γ̇in,j − γ̇ij,n)+
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3

4

[(
∂Nπ
∂xj

− ∂Nj
∂xπ

+ 2aȧδπj

)
(γπi,n + γπn,i − γin,π)−

(
∂Nπ
∂xn

− ∂Nn
∂xπ

+ 2aȧδπn

)
(γπi,j + γπj,i − γij,π)

]
+

Nj
2N2

[2ȧ2(δin + γin) + aȧγ̇in]− Nn
2N2

[2ȧ2(δij + γij) + aȧγ̇ij ] +
aȧNk
2N2

δinγ̇kj −
aȧNk
2N2

δij γ̇kn−

a3ȧNk

N2
δin

(
ȧ

a
γkj +

1

2
γ̇kj

)
+
a3ȧNk

N2
δij

(
ȧ

a
γkn +

1

2
γ̇kn

)
− aȧN j

2N2
[2aȧ(δin + γin) + a2γ̇in]+

aȧNn

2N2
[2aȧ(δij + γij) + a2γ̇ij ]−

a2ȧ2Nρ

N2
δin(γjρ − γρj) +

a2ȧ2Nρ

N2
δij(γnρ − γρn) =

3

4

[(
∂Nπ
∂xj

− ∂Nj
∂xπ

+ 2aȧδπj

)
(γπi,n + γπn,i − γin,π)−

(
∂Nπ
∂xn

− ∂Nn
∂xπ

+ 2aȧδπn

)
(γπi,j + γπj,i − γij,π)

]
+

aȧ(γin,j − γij,n) +
a2

2
(γ̇in,j − γ̇ij,n) +

Nj
2N2

[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(δin + γin) + (aȧ− a3ȧ)γ̇in]+

Nn
2N2

[(2a2ȧ2 − 2ȧ2)(δij + γij) + (a3ȧ− aȧ)γ̇ij ] +
aȧNρ
2N2

(δinγ̇ρj − δij γ̇ρn)+

a2ȧ2Nρ

N2
[δij(γnρ − γρn)− δin(γjρ − γρj)] +

aȧNρ

2N2
[δij(a

2γ̇ρn + 2aȧγρn)− δin(a2γ̇ρj + 2aȧγρj)]

R00 =gmnR0m0n = g00R0000 + gm0R0m00 + g0nR000n + gmnR0m0n = − 1

a2
(δmn − γmn)×

1

2
[(2ȧ2 + 2aä)(γmn + δmn) + a2γ̈mn + 4aȧγ̇mn] +

3

4a4
(δmn − γmn)

[(
∂Nk
∂xn

− ∂Nn
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm)

]
+

3

4a2

[(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇kn + 2aȧγkn) + 4a2ȧ2γmn + 2a3ȧγ̇mn + 4a2ȧ2γnm + 2a3ȧγ̇nm + 4a2ȧ2δmn

]
×

1

a2
(δmn − γmn) = − 3

2a2
(2ȧ2 + 2aä) +

3

4a4

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm)+

3

4a4

[(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm) + 12a2ȧ2

]
=

6

(
ȧ

a

)2

− 3
ä

a
+

3

2a4

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm)

R0i =gmnR0min = g00R00i0 + gm0R0mi0 + g0nR00in + gmnR0min = gm0R0mi0 + gmnR0min =

Nm

2N2
[(2ȧ2 + 2aä)(γmi + δmi) + a2γ̈mi + 4aȧγ̇mi]−

3Nm

4a2N2

[(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(2aȧγki + a2γ̇ki)

]
−

3Nm

4a2N2

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm) + 4a2ȧ2δim + 4a2ȧ2γim + 2a3ȧγ̇im + 4a2ȧ2γmi + 2a3ȧγ̇mi

]
+

1

a2
(δmn − γmn)aȧ(γmi,n − γmn,i) +

1

a2
(δmn − γmn)

a2

2
(γ̇mi,n − γ̇mn,i)+
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1

a2
(δmn − γmn)

Nn

2N2
[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(δmi + γmi) + (aȧ− a3ȧ)γ̇mi] +

3

4a2
(δmn − γmn)×[

(γkm,i + γki,m − γmi,k)

(
∂Nk
∂xn

− ∂Nn
∂xk

+ 2aȧδkn

)
− (γkm,n + γkn,m − γmn,k)

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

+ 2aȧδki

)]
+

N i

2N2

1

a2
(δmn − γmn)[(2a2ȧ2 − 2ȧ2)(δmn + γmn) + (a3ȧ− aȧ)γ̇mn]+

aȧNρ

2N2

1

a2
(δmn − γmn)[δmn(2aȧγρi + a2γ̇ρi)− δmi(2aȧγρn + a2γ̇ρn) + δmiγ̇ρn − δmnγ̇ρi] =

Nm

2N2
[(2ȧ2 + 2aä)(γmi + δmi) + a2γ̈mi + 4aȧγ̇mi]−

3Nm

4a2N2
(4a2ȧ2δim + 4a2ȧ2γim + 2a3ȧγ̇im + 4a2ȧ2γmi + 2a3ȧγ̇mi)+

Nm

2a2N2
[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(δmi + γmi) + (aȧ− a3ȧ)γ̇mi]−

Nn

2a2N2
(2ȧ2 − 2a2ȧ2)γin+

3

4a2
(γkn,i + γki,n − γni,k)

(
∂Nk
∂xn

− ∂Nn
∂xk

+ 2aȧδkn

)
+

3N i

2a2N2
(2a2ȧ2 − 2ȧ2)+

ȧNρ

2aN2
[6aȧγρi + 3a2γ̇ρi − δin(2aȧγρn + a2γ̇ρn) + δinγ̇ρn − 3γ̇ρi] =

Nm

N2

[
(ȧ2 + aä)(γmi + δmi) +

a2

2
γ̈mi + 2aȧγ̇mi

]
+
Nn

N2

[
ȧ2 −

(
ȧ

a

)2
]
γin +

3N i

N2

[
ȧ2 −

(
ȧ

a

)2
]

+

Nm

a2N2

[
(ȧ2 − a2ȧ2)(δmi + γmi) +

1

2
(aȧ− a3ȧ)γ̇mi − 3a2ȧ2δim − 3a2ȧ2γim −

3

2
a3ȧγ̇im − 3a2ȧ2γmi −

3

2
a3ȧγ̇mi

]
+

3

4a2
(γkn,i + γki,n − γni,k)

(
∂Nk
∂xn

− ∂Nn
∂xk

+ 2aȧδkn

)
+

ȧNρ

2aN2
[4aȧγρi + (2a2 − 2)γ̇ρi] =

Nm

N2

[(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)

(γmi + δmi) +
a2

2
γ̈mi +

ȧ

2a
γ̇mi −

3

2
aȧγ̇im − 3ȧ2γim

]
+

(
3N i

N2
+
Nn

N2
γin
)[

ȧ2 −
(
ȧ

a

)2
]

+
3

4a2
(γkm,i + γki,m − γmi,k)

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

+ 2aȧδkm

)
+

Nk

N2

[
2ȧ2γki +

(
aȧ− ȧ

a

)
γ̇ki

]
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Ri0 =gmnRim0n = g00Ri000 + gm0Rim00 + g0nRi00n + gmnRim0n = g0nRi00n + gmnRim0n =

Nn

2N2
[(2ȧ2 + 2aä)(γin + δin) + a2γ̈in + 4aȧγ̇in]− 3Nn

4a2N2

[(
∂Nπ
∂xn

− ∂Nn
∂xπ

)
(a2γ̇πi + 2aȧγπi)

]
−

3Nn

4a2N2

[(
∂Nπ
∂xi

− ∂Ni
∂xπ

)
(2aȧγπn + a2γ̇πn) + 4a2ȧ2δin + 2a3ȧγ̇ni + 4a2ȧ2γni + 2a3ȧγ̇in + 4a2ȧ2γin

]
+

1

a2
(δmn − γmn)aȧ(γin,m − γmn,i) +

1

a2
(δmn − γmn)

a2

2
(γ̇in,m − γ̇mn,i)+

3

4

[(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
(γπi,n + γπn,i − γin,π)−

(
∂Nπ
∂xi

− ∂Ni
∂xπ

+ 2aȧδπi

)
(γπm,n + γπn,m − γmn,π)

]
×

1

a2
(δmn − γmn) +

Nm
2N2

1

a2
(δmn − γmn)[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(γin + δin) + (aȧ− a3ȧ)γ̇in]+

Ni
2N2

1

a2
(δmn − γmn)[(2a2ȧ2 − 2ȧ2)(δmn + γmn) + (a3ȧ− aȧ)γ̇mn]+

aȧNρ

2N2

1

a2
(δmn − γmn)(δinγ̇ρm − δmnγ̇ρi) +

a2ȧ2Nρ

N2
δin

1

a2
(δmn − γmn)(γρm − γmρ)+

aȧNρ

2N2

1

a2
(δmn − γmn)[δmn(a2γ̇ρi + 2aȧγρi)− δin(a2γ̇ρm + 2aȧγρm)] =

Nn

2N2
[(2ȧ2 + 2aä)(γin + δin) + a2γ̈in + 4aȧγ̇in] +

3

4a2
(γπi,m + γπm,i − γim,π)

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
−

3Nn

4a2N2
(4a2ȧ2δin + 2a3ȧγ̇ni + 4a2ȧ2γni + 2a3ȧγ̇in + 4a2ȧ2γin)− Nm

2a2N2
(2ȧ2 − 2a2ȧ2)γmi+

Nn
2a2N2

[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(γin + δin) + (aȧ− a3ȧ)γ̇in] +
3Ni

2a2N2
(2a2ȧ2 − 2ȧ2) +

ȧNρ

2aN2
(γ̇ρi − 3γ̇ρi)+

ȧ2Nρ

N2
(γρi − γiρ) +

ȧNρ

2aN2
(3a2γ̇ρi + 6aȧγρi − a2γ̇ρi − 2aȧγρi) =

3Ni
N2

[
ȧ2 −

(
ȧ

a

)2
]

+

Nm
N2

[
ȧ2 −

(
ȧ

a

)2
]
γmi +

3

4a2
(γπi,m + γπm,i − γim,π)

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
+

Nn

N2
[(ȧ2 + aä)(γin + δin) +

a2

2
γ̈in + 2aȧγ̇in] +

Nρ

N2

[
3ȧ2γρi − ȧ2γiρ +

(
aȧ− ȧ

a

)
γ̇ρi

]
+

Nn

a2N2

[
(ȧ2 − 4a2ȧ2)(γin + δin) + (

1

2
aȧ− 2a3ȧ)γ̇in −

3

2
a3ȧγ̇ni − 3a2ȧ2γni

]
=
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(
3Ni
N2

+
Nm
N2

γmi
)[

ȧ2 −
(
ȧ

a

)2
]

+
3

4a2
(γπi,m + γπm,i − γim,π)

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
+

Nπ

N2

[
3ȧ2γπi − ȧ2γiπ +

(
aȧ− ȧ

a

)
γ̇πi

]
+

Nn

N2

[(
aä+

(
ȧ

a

)2

− 3ȧ2

)
(γin + δin) +

a2

2
γ̈in +

ȧ

2a
γ̇in −

3

2
aȧγ̇ni − 3ȧ2γni

]

Rij =gmnRimjn = g00Ri0j0 + g0nRi0jn + gm0Rimj0 + gmnRimjn =

3Nn

4N2
[2aȧδπj(γπi,n + γπn,i − γin,π)− 2aȧδπn(γπi,j + γπj,i − γij,π)]+

Nn

N2

[
aȧ(γin,j − γij,n) +

a2

2
(γ̇in,j − γ̇ij,n)

]
+
Nm

N2

[
aȧ(γmj,i − γij,m) +

a2

2
(γ̇mj,i − γ̇ij,m)

]
+

3Nm

4N2
[2aȧδki(γkm,j + γkj,m − γmj,k)− 2aȧδkm(γki,j + γkj,i − γij,k)]+

1

2N2
[(2ȧ2 + 2aä)(γij + δij) + a2γ̈ij + 4aȧγ̇ij ]−

3

4a2N2

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
−

3

4a2N2

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(2aȧγkj + a2γ̇kj) + 4a2ȧ2δij + 2a3ȧγ̇ji + 4a2ȧ2γji + 2a3ȧγ̇ij + 4a2ȧ2γij

]
+

1

a2
(δmn − γmn)

a2

2
(γin,mj + γmj,in − γij,mn − γmn,ij)+

Nσ
aȧ

2N2
(1− a2)

1

a2
(δmn − γmn) [δmj(γσi,n + γσn,i − γin,σ)− δmn(γσi,j + γσj,i − γij,σ)] +

Nσ
aȧ

2N2
(1− a2)

1

a2
(δmn − γmn) [δin(γσm,j + γσj,m − γmj,σ)− δij(γσm,n + γσn,m − γmn,σ)] =

3aȧNn

2N2
(γji,n + γjn,i − γin,j − γni,j − γnj,i + γij,n) +

Nn

N2

[
aȧ(γin,j − γij,n) +

a2

2
(γ̇in,j − γ̇ij,n)

]
+

Nm

N2

[
aȧ(γmj,i − γij,m) +

a2

2
(γ̇mj,i − γ̇ij,m)

]
+

3aȧNm

2N2
(γim,j + γij,m − γmj,i − γmi,j − γmj,i + γij,m)+

1

N2
[(ȧ2 + aä)(γij + δij) +

a2

2
γ̈ij + 2aȧγ̇ij ]−

3

4a2N2

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
−

3

4a2N2

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(2aȧγkj + a2γ̇kj)

]
− 1

N2
[3ȧ2δij +

3

2
aȧγ̇ji + 3ȧ2γji +

3

2
aȧγ̇ij + 3ȧ2γij ]+

ȧNσ
2aN2

(1− a2)(γσi,j + γσj,i − γij,σ − 3γσi,j − 3γσj,i + 3γij,σ) +
ȧNσ
2aN2

(1− a2)(γσi,j + γσj,i − γij,σ) =
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1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γij + δij) +

a2

2
γ̈ij +

aȧ

2
γ̇ij − 3ȧ2γji −

3

2
aȧγ̇ji

]
+

ȧNσ
2aN2

(1− a2)(γij,σ − γσi,j − γσj,i)−

3

4a2N2

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki) +

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(2aȧγkj + a2γ̇kj)

]
+

Nn

N2

[
3aȧ

2
(γji,n + γjn,i − γni,j − γnj,i)−

aȧ

2
(γin,j − γij,n) +

a2

2
(γ̇in,j − γ̇ij,n)

]
+

Nm

N2

[
3aȧ

2
(γim,j + γij,m − γmi,j − γmj,i)−

aȧ

2
(γmj,i − γij,m) +

a2

2
(γ̇mj,i − γ̇ij,m)

]
=

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γij + δij) +

a2

2
γ̈ij +

aȧ

2
γ̇ij − 3ȧ2γji −

3

2
aȧγ̇ji

]
+

ȧNσ
2aN2

(γij,σ − γσi,j − γσj,i)−

3

4a2N2

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki) +

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(2aȧγkj + a2γ̇kj)

]
+

Nn

N2

[
3aȧ

2
γji,n +

3aȧ

2
γjn,i −

5aȧ

2
γni,j − 3aȧγnj,i + aȧγin,j + 2aȧγij,n +

a2

2
(γ̇in,j + γ̇nj,i − 2γ̇ij,n)

]

R =gijRij = g00R00 + gi0Ri0 + g0jR0j + gijRij = − 6

N2

(
ȧ

a

)2

+
3ä

aN2
−

3

2N2a4

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm) +

N i

N2

3

4a2
(γπi,m + γπm,i − γim,π)2aȧδπm+

N j

N2

3

4a2
(γkm,j + γkj,m − γmj,k)2aȧδkm +

1

a2
(δij − γij) ȧNσ

2aN2
(γij,σ − γσi,j − γσj,i)+

1

a2
(δij − γij) 1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γij + δij) +

a2

2
γ̈ij +

aȧ

2
γ̇ij − 3ȧ2γji −

3

2
aȧγ̇ji

]
− 1

a2
(δij − γij)×

3

4a2N2

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki) +

(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(2aȧγkj + a2γ̇kj)

]
+

1

a2
(δij − γij)×

Nn

N2

[
3aȧ

2
γji,n +

3aȧ

2
γjn,i −

5aȧ

2
γni,j − 3aȧγnj,i + aȧγin,j + 2aȧγij,n +

a2

2
(γ̇in,j + γ̇nj,i − 2γ̇ij,n)

]
=

− 6

N2

(
ȧ

a

)2

+
3ä

aN2
− 3

2N2a4

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm) +

3

a2N2
(aä− 2ȧ2)−

3

4a4N2

(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(2a2γ̇kj + 4aȧγkj) =

− 3

N2a4

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm) +

6ä

aN2
− 12

N2

(
ȧ

a

)2
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W 0i
jk =g0θgiτWθτjk = g00gi0W00jk + g00giτW0τjk + g0θgi0Wθ0jk + g0θgiτWθτjk

− N i

N4
W00jk −

1

a2N2
(δiτ − γiτ )W0τjk +

NθN i

N4
Wθ0jk +

Nθ

a2N2
(δiτ − γiτ )Wθτjk =

− N i

N4
W00jk −

1

a2N2
(δiτ − γiτ )W0τjk +

Nθ

a2N2
(δiτ − γiτ )Wθτjk

Σε αυτό το σηµείο, καθώς γνωρίζουµε ότι οι τιµές των N2 και Ni στην background µετρική
είναι 1 και 0 αντίστοιχα, ο µόνος όρος που συνεισφέρει στον παραπάνω υπολογισµό είναι αυτός
που περιέχει τον W0τjk. Γνωρίζουµε ότι

Wµνρσ ≡ Rµνρσ −
1

2
(gµρRνσ − gµσRνρ − gνρRµσ + gνσRµρ) +

R

6
(gµρgνσ − gνρgµσ)

οπότε

W0τjk =R0τjk −
1

2
(g0jRτk − g0kRτj − gτjR0k + gτkR0j) +

R

6
(g0jgτk − gτjg0k) =

aȧ(γτj,k − γτk,j) +
a2

2
(γ̇τj,k − γ̇τk,j) +

Nk

2N2
[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(δτj + γτj) + (aȧ− a3ȧ)γ̇τj ] +

3

4
×[

(γπτ,j + γπj,τ − γτj,π)

(
∂Nπ
∂xk

− ∂Nk
∂xπ

+ 2aȧδπk

)
− (γπτ,k + γπk,τ − γτk,π)

(
∂Nπ
∂xj

− ∂Nj
∂xπ

+ 2aȧδπj

)]
+

N j

2N2
[(2a2ȧ2 − 2ȧ2)(δτk + γτk) + (a3ȧ− aȧ)γ̇τk]+

aȧNπ

2N2
[δτk(2aȧγπj + a2γ̇πj)− δτj(2aȧγπk + a2γ̇πk) + δτj γ̇πk − δτkγ̇πj ]+

a2

6

[
− 3

N2a4

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm) +

6ä

aN2
− 12

N2

(
ȧ

a

)2
]

[Nj(δτk + γτk)−Nk(δτj + γτj)]−

Nj
2N2

[
(aä− 2ȧ2)(γτk + δτk) +

a2

2
γ̈τk +

aȧ

2
γ̇τk − 3ȧ2γkτ −

3

2
aȧγ̇kτ

]
+

Nk
2N2

[
(aä− 2ȧ2)(γτj + δτj) +

a2

2
γ̈τj +

aȧ

2
γ̇τj − 3ȧ2γjτ −

3

2
aȧγ̇jτ

]
+
a2

2
(δτj + γτj)×

Nm

N2

[(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)

(γmk + δmk) +
a2

2
γ̈mk +

ȧ

2a
γ̇mk −

3

2
aȧγ̇km − 3ȧ2γkm

]
+

a2

2
(δτj + γτj)

(
3Nk

N2
+
Nn

N2
γkn
)[

ȧ2 −
(
ȧ

a

)2
]

+
a2

2
(δτj + γτj)

Nπ

N2

[
2ȧ2γπk +

(
aȧ− ȧ

a

)
γ̇πk

]
+

a2

2
(δτj + γτj)

3

4a2
(γπm,k + γπk,m − γmk,π)

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
−
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a2

2
(δτk + γτk)

Nm

N2

[(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)

(γmj + δmj) +
a2

2
γ̈mj +

ȧ

2a
γ̇mj −

3

2
aȧγ̇jm − 3ȧ2γjm

]
−

a2

2
(δτk + γτk)

(
3N j

N2
+
Nn

N2
γjn
)[

ȧ2 −
(
ȧ

a

)2
]
− a2

2
(δτk + γτk)

Nπ

N2

[
2ȧ2γπj +

(
aȧ− ȧ

a

)
γ̇πj

]
−

a2

2
(δτk + γτk)

3

4a2
(γπm,j + γπj,m − γmj,π)

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
=

aȧ(γτj,k − γτk,j) +
a2

2
(γ̇τj,k − γ̇τk,j) +

Nk

2N2
[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(δτj + γτj) + (aȧ− a3ȧ)γ̇τj ] +

3

4
×[

(γπτ,j + γπj,τ − γτj,π)

(
∂Nπ
∂xk

− ∂Nk
∂xπ

+ 2aȧδπk

)
− (γπτ,k + γπk,τ − γτk,π)

(
∂Nπ
∂xj

− ∂Nj
∂xπ

+ 2aȧδπj

)]
+

N j

2N2
[(2a2ȧ2 − 2ȧ2)(δτk + γτk) + (a3ȧ− aȧ)γ̇τk]+

aȧNπ

2N2
[δτk(2aȧγπj + a2γ̇πj)− δτj(2aȧγπk + a2γ̇πk) + δτj γ̇πk − δτkγ̇πj ]+

a2

[
ä

aN2
− 2

N2

(
ȧ

a

)2
]

[Nj(δτk + γτk)−Nk(δτj + γτj)]−

Nj
2N2

[
(aä− 2ȧ2)(γτk + δτk) +

a2

2
γ̈τk +

aȧ

2
γ̇τk − 3ȧ2γkτ −

3

2
aȧγ̇kτ

]
+

Nk
2N2

[
(aä− 2ȧ2)(γτj + δτj) +

a2

2
γ̈τj +

aȧ

2
γ̇τj − 3ȧ2γjτ −

3

2
aȧγ̇jτ

]
+
a2

2
γτj

Nk

N2

(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)

+

a2

2
δτj

Nm

N2

[(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)

(γmk + δmk) +
a2

2
γ̈mk +

ȧ

2a
γ̇mk −

3

2
aȧγ̇km − 3ȧ2γkm

]
+

a2

2
(δτj + γτj)

(
3Nk

N2
+
Nn

N2
γkn
)[

ȧ2 −
(
ȧ

a

)2
]

+
a2

2
δτj

Nπ

N2

[
2ȧ2γπk +

(
aȧ− ȧ

a

)
γ̇πk

]
+

a2

2
δτj

3

4a2
(γπm,k + γπk,m − γmk,π)

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
− a2

2
γτk

N j

N2

(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)
−

a2

2
δτk

Nm

N2

[(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)

(γmj + δmj) +
a2

2
γ̈mj +

ȧ

2a
γ̇mj −

3

2
aȧγ̇jm − 3ȧ2γjm

]
−

a2

2
(δτk + γτk)

(
3N j

N2
+
Nn

N2
γjn
)[

ȧ2 −
(
ȧ

a

)2
]
− a2

2
δτk

Nπ

N2

[
2ȧ2γπj +

(
aȧ− ȧ

a

)
γ̇πj

]
−

a2

2
δτk

3

4a2
(γπm,j + γπj,m − γmj,π)

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
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Οπότε,

W 0i
jk = − 1

a2N2
(δiτ − γiτ )W0τjk = − 1

a2N2
W0ijk +

1

a2N2
γiτW0τjk

1

a2N2
γiτW0τjk =

1

a2N2
γiτ

Nk

2N2
(2ȧ2 − 2a2ȧ2)δτj +

1

a2N2
γiτ

N j

2N2
(2a2ȧ2 − 2ȧ2)δτk+

1

a2N2
γiτa2

[
ä

aN2
− 2

N2

(
ȧ

a

)2
]

(Njδτk −Nkδτj)−
1

a2N2
γiτ

Nj
2N2

(aä− 2ȧ2)δτk+

1

a2N2
γiτ

Nk
2N2

(aä− 2ȧ2)δτj +
1

a2N2
γiτ

a2

2
δτj

Nm

N2

(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)
δmk+

1

a2N2
γiτ

a2

2
δτj

3Nk

N2

[
ȧ2 −

(
ȧ

a

)2
]
− 1

a2N2
γiτ

a2

2
δτk

Nm

N2

(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)
δmj−

1

a2N2
γiτ

a2

2
δτk

3N j

N2

[
ȧ2 −

(
ȧ

a

)2
]

= γij
Nk

2a2N4
(2ȧ2 − 2a2ȧ2) + γik

N j

2a2N4
(2a2ȧ2 − 2ȧ2)+

[
ä

aN4
− 2

N4

(
ȧ

a

)2
]

(Njγ
ik −Nkγij)− γik

Nj
2a2N4

(aä− 2ȧ2) + γij
Nk

2a2N4
(aä− 2ȧ2)+

γij
Nk

2N4

(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)

+ γij
3Nk

2N4

[
ȧ2 −

(
ȧ

a

)2
]
− γik N

j

2N4

(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)
−

γik
3N j

2N4

[
ȧ2 −

(
ȧ

a

)2
]

− 1

a2N2
W0ijk = − 1

a2N2
aȧ(γij,k − γik,j)−

1

a2N2

a2

2
(γ̇ij,k − γ̇ik,j)−

1

a2N2

Nk

2N2
[(2ȧ2 − 2a2ȧ2)(δij + γij) + (aȧ− a3ȧ)γ̇ij ]−

1

a2N2

3

4
×[

(γπi,j + γπj,i − γij,π)

(
∂Nπ
∂xk

− ∂Nk
∂xπ

+ 2aȧδπk

)
− (γπi,k + γπk,i − γik,π)

(
∂Nπ
∂xj

− ∂Nj
∂xπ

+ 2aȧδπj

)]
−

1

a2N2

N j

2N2
[(2a2ȧ2 − 2ȧ2)(δik + γik) + (a3ȧ− aȧ)γ̇ik]−

1

a2N2

aȧNπ

2N2
[δik(2aȧγπj + a2γ̇πj)− δij(2aȧγπk + a2γ̇πk) + δij γ̇πk − δikγ̇πj ]−

1

a2N2
a2

[
ä

aN2
− 2

N2

(
ȧ

a

)2
]

[Nj(δik + γik)−Nk(δij + γij)] +

1

a2N2

Nj
2N2

[
(aä− 2ȧ2)(γik + δik) +

a2

2
γ̈ik +

aȧ

2
γ̇ik − 3ȧ2γki −

3

2
aȧγ̇ki

]
−

1

a2N2

Nk
2N2

[
(aä− 2ȧ2)(γij + δij) +

a2

2
γ̈ij +

aȧ

2
γ̇ij − 3ȧ2γji −

3

2
aȧγ̇ji

]
−
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1

a2N2

a2

2
γij

Nk

N2

(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)
−

1

a2N2

a2

2
δij
Nm

N2

[(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)

(γmk + δmk) +
a2

2
γ̈mk +

ȧ

2a
γ̇mk −

3

2
aȧγ̇km − 3ȧ2γkm

]
−

1

a2N2

a2

2
(δij + γij)

(
3Nk

N2
+
Nn

N2
γkn
)[

ȧ2 −
(
ȧ

a

)2
]
− 1

a2N2

a2

2
δij
Nπ

N2

[
2ȧ2γπk +

(
aȧ− ȧ

a

)
γ̇πk

]
−

1

a2N2

a2

2
δij

3

4a2
(γπm,k + γπk,m − γmk,π)

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)
+

1

a2N2

a2

2
γik

N j

N2

(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)

+

1

a2N2

a2

2
δik

Nm

N2

[(
aä− 3ȧ2 +

(
ȧ

a

)2
)

(γmj + δmj) +
a2

2
γ̈mj +

ȧ

2a
γ̇mj −

3

2
aȧγ̇jm − 3ȧ2γjm

]
+

1

a2N2

a2

2
(δik + γik)

(
3N j

N2
+
Nn

N2
γjn
)[

ȧ2 −
(
ȧ

a

)2
]

+
1

a2N2

a2

2
δik

Nπ

N2

[
2ȧ2γπj +

(
aȧ− ȧ

a

)
γ̇πj

]
+

1

a2N2

a2

2
δik

3

4a2
(γπm,j + γπj,m − γmj,π)

(
∂Nπ
∂xm

− ∂Nm
∂xπ

+ 2aȧδπm

)

Στη συνέχεια για N2 = 1 και Ni = 0, αθροίζοντας τα 2 παραπάνω αποτελέσµατα έχουµε

W 0i
jk =− 1

a2N2
(δiτ − γiτ )W0τjk = − 1

a2N2
W0ijk +

1

a2N2
γiτW0τjk = − 1

a2N2
aȧ(γij,k − γik,j)−

1

a2N2

a2

2
(γ̇ij,k − γ̇ik,j)−

1

a2N2

3

4
[(γπi,j + γπj,i − γij,π)2aȧδπk − (γπi,k + γπk,i − γik,π)2aȧδπj ]−

1

a2N2

a2

2
δij

3

4a2
(γπm,k + γπk,m − γmk,π)2aȧδπm +

1

a2N2

a2

2
δik

3

4a2
(γπm,j + γπj,m − γmj,π)2aȧδπm =

− ȧ

aN2
(γij,k − γik,j)−

1

2N2
(γ̇ij,k − γ̇ik,j)−

3ȧ

2aN2
(γki,j + γkj,i − γij,k − γji,k − γjk,i + γik,j) =

− ȧ

a
(γij,k − γik,j)−

1

2
(γ̇ij,k − γ̇ik,j)−

3ȧ

2a
(γki,j + γkj,i − γij,k − γji,k − γjk,i + γik,j) =

1

2a
(γ̇ik,j − γ̇ij,k)

Οµοίως δουλεύουµε και για το W jk
0i ⇒ W jk

0i =
1

2a
(γ̇ij,k − γ̇ik,j)
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W 0i
0j =g0θgiτWθτ0j = g00gi0W000j + g00giτW0τ0j + g0θgi0Wθ00j + g0θgiτWθτ0j =

g00giτW0τ0j = − 1

a2N2
(δiτ − γiτ )W0τ0j = − 1

a2N2
W0i0j +

1

a2N2
γiτW0τ0j

W0i0j =R0i0j −
1

2
(g00Rij − g0jRi0 − gi0R0j + gijR00) +

R

6
(g00gij − gi0g0j) =

R0i0j −
1

2
(−g0jRi0 − gi0R0j + gijR00) = −1

2
[(2ȧ2 + 2aä)(γij + δij) + a2γ̈ij + 4aȧγ̇ij ]+

3

4a2

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
+

3

4a2

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(a2γ̇kj + 2aȧγkj) + 4a2ȧ2γij + 2a3ȧγ̇ij + 4a2ȧ2γji + 2a3ȧγ̇ji + 4a2ȧ2δij

]
+

Nj
2

3

4a2
(γπi,m + γπm,i − γim,π)2aȧδπm +

Ni
2

3

4a2
(γkm,j + γkj,m − γmj,k)2aȧδkm−

a2

2
(δij + γij)

[
6

(
ȧ

a

)2

− 3
ä

a
+

3

2a4

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm)

]
=

− [(ȧ2 + aä)(γij + δij) +
a2

2
γ̈ij + 2aȧγ̇ij ] +

3

4a2

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
+

3

4a2

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(a2γ̇kj + 2aȧγkj) + 4a2ȧ2γij + 2a3ȧγ̇ij + 4a2ȧ2γji + 2a3ȧγ̇ji + 4a2ȧ2δij

]
−

a2

2
(δij + γij)

[
6

(
ȧ

a

)2

− 3
ä

a

]
− 3

4a2
δij

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm)

Οπότε

W 0i
0j =− 1

a2N2
W0i0j +

1

a2N2
γiτW0τ0j =

1

a2N2
[(ȧ2 + aä)(γij + δij) +

a2

2
γ̈ij + 2aȧγ̇ij ]−

3

4a4N2

[(
∂Nk
∂xj

− ∂Nj
∂xk

)
(a2γ̇ki + 2aȧγki)

]
+

1

2N2
(δij + γij)

[
6

(
ȧ

a

)2

− 3
ä

a

]
−
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3

4a4N2

[(
∂Nk
∂xi

− ∂Ni
∂xk

)
(a2γ̇kj + 2aȧγkj) + 4a2ȧ2γij + 2a3ȧγ̇ij + 4a2ȧ2γji + 2a3ȧγ̇ji + 4a2ȧ2δij

]
+

3

4a4N2
δij

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm)− γiτ

a2N2
(ȧ2 + aä)δτj +

γiτ

a2N2
3ȧ2δτj−

γiτ

a2N2

a2

2
δτj

[
6

(
ȧ

a

)2

− 3
ä

a

]
=

1

a2
[(ȧ2 + aä)(γij + δij) +

a2

2
γ̈ij + 2aȧγ̇ij ] +

1

2
(δij + γij)

[
6

(
ȧ

a

)2

− 3
ä

a

]
−

3

4a4
(4a2ȧ2γij + 2a3ȧγ̇ij + 4a2ȧ2γji + 2a3ȧγ̇ji + 4a2ȧ2δij)−

γij

a2
(ȧ2 + aä) +

γij

a2
3ȧ2 − γij

2

[
6

(
ȧ

a

)2

− 3
ä

a

]
=

γij

[(
ȧ

a

)2

+
ä

a
+ 3

(
ȧ

a

)2

−
(
ȧ

a

)2

− ä

a
− 3

(
ȧ

a

)2
]

+ γ̇ij

[
2
ȧ

a
− 3

2

ȧ

a

]
+

1

2
γ̈ij − 3

(
ȧ

a

)2

γji −
3

2

ȧ

a
γ̇ji =

1

2

ȧ

a
γ̇ij +

1

2
γ̈ij − 3

(
ȧ

a

)2

γji −
3

2

ȧ

a
γ̇ji =

1

4

(
γ̈ij +Hγ̇ij +

∇2

a2
γij

)

W ij
kl =giθgjτWθτkl = gi0gj0W00kl + gi0gjτW0τkl + giθgj0Wθ0kl + giθgjτWθτkl =

giθgjτWθτkl =
1

a4
(δiθ − γiθ)(δjτ − γjτ )Wθτkl =

1

a4
(δiθδjτ − δiθγjτ − δjτγiθ)Wθτkl =

1

a4
(Wijkl − γjτWiτkl − γiθWθjkl)

Wijkl =Rijkl −
1

2
(gikRjl − gilRjk − gjkRil + gjlRik) +

R

6
(gikgjl − gjkgil) =

a2

2
(γil,jk + γjk,il − γik,jl − γjl,ik)+

Nσ
aȧ

2N2
(1− a2) [δjk(γσi,l + γσl,i − γil,σ)− δjl(γσi,k + γσk,i − γik,σ)] +

Nσ
aȧ

2N2
(1− a2) [δil(γσj,k + γσk,j − γjk,σ)− δik(γσj,l + γσl,j − γjl,σ)]−

a2

2
(δik + γik)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γjl + δjl) +

a2

2
γ̈jl +

aȧ

2
γ̇jl − 3ȧ2γlj −

3

2
aȧγ̇lj

]
−
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a2

2
(δik + γik)

ȧNσ
2aN2

(γjl,σ − γσj,l − γσl,j) +
a2

2
(δik + γik)×

3

4a2N2

[(
∂Nm
∂xl

− ∂Nl
∂xm

)
(a2γ̇mj + 2aȧγmj) +

(
∂Nm
∂xj

− ∂Nj
∂xm

)
(2aȧγml + a2γ̇ml)

]
− a2

2
(δik + γik)×

Nn

N2

[
3aȧ

2
γlj,n +

3aȧ

2
γln,j −

5aȧ

2
γnj,l − 3aȧγnl,j + aȧγjn,l + 2aȧγjl,n +

a2

2
(γ̇jn,l + γ̇nl,j − 2γ̇jl,n)

]
+

a2

2
(δil + γil)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γjk + δjk) +

a2

2
γ̈jk +

aȧ

2
γ̇jk − 3ȧ2γkj −

3

2
aȧγ̇kj

]
+

a2

2
(δil + γil)

ȧNσ
2aN2

(γjk,σ − γσj,k − γσk,j)−
a2

2
(δil + γil)×

3

4a2N2

[(
∂Nm
∂xk

− ∂Nk
∂xm

)
(a2γ̇mj + 2aȧγmj) +

(
∂Nm
∂xj

− ∂Nj
∂xm

)
(2aȧγmk + a2γ̇mk)

]
+
a2

2
(δil + γil)×

Nn

N2

[
3aȧ

2
γkj,n +

3aȧ

2
γkn,j −

5aȧ

2
γnj,k − 3aȧγnk,j + aȧγjn,k + 2aȧγjk,n +

a2

2
(γ̇jn,k + γ̇nk,j − 2γ̇jk,n)

]
+

a2

2
(δjk + γjk)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γil + δil) +

a2

2
γ̈il +

aȧ

2
γ̇il − 3ȧ2γli −

3

2
aȧγ̇li

]
+

a2

2
(δjk + γjk)

ȧNσ
2aN2

(γil,σ − γσi,l − γσl,i)−
a2

2
(δjk + γjk)×

3

4a2N2

[(
∂Nm
∂xl

− ∂Nl
∂xm

)
(a2γ̇mi + 2aȧγmi) +

(
∂Nm
∂xi

− ∂Ni
∂xm

)
(2aȧγml + a2γ̇ml)

]
+
a2

2
(δjk + γjk)×

Nn

N2

[
3aȧ

2
γli,n +

3aȧ

2
γln,i −

5aȧ

2
γni,l − 3aȧγnl,i + aȧγin,l + 2aȧγil,n +

a2

2
(γ̇in,l + γ̇nl,i − 2γ̇il,n)

]
−

a2

2
(δjl + γjl)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γik + δik) +

a2

2
γ̈ik +

aȧ

2
γ̇ik − 3ȧ2γki −

3

2
aȧγ̇ki

]
−

a2

2
(δjl + γjl)

ȧNσ
2aN2

(γik,σ − γσi,k − γσk,i) +
a2

2
(δjl + γjl)×

3

4a2N2

[(
∂Nm
∂xk

− ∂Nk
∂xm

)
(a2γ̇mi + 2aȧγmi) +

(
∂Nm
∂xi

− ∂Ni
∂xm

)
(2aȧγmk + a2γ̇mk)

]
− a2

2
(δjl + γjl)×

Nn

N2

[
3aȧ

2
γki,n +

3aȧ

2
γkn,i −

5aȧ

2
γni,k − 3aȧγnk,i + aȧγin,k + 2aȧγik,n +

a2

2
(γ̇in,k + γ̇nk,i − 2γ̇ik,n)

]
+

a4

6

[
− 3

N2a4

(
∂Nk
∂xm

− ∂Nm
∂xk

)
(a2γ̇km + 2aȧγkm) +

6ä

aN2
− 12

N2

(
ȧ

a

)2
]
×

(δikδjl + δikγjl + δjlγik − δjkδil − δjkγil − δilγjk) =
a2

2
(γil,jk + γjk,il − γik,jl − γjl,ik)−

a2

2
(δik + γik)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γjl + δjl) +

a2

2
γ̈jl +

aȧ

2
γ̇jl − 3ȧ2γlj −

3

2
aȧγ̇lj

]
+
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a2

2
(δil + γil)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γjk + δjk) +

a2

2
γ̈jk +

aȧ

2
γ̇jk − 3ȧ2γkj −

3

2
aȧγ̇kj

]
+

a2

2
(δjk + γjk)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γil + δil) +

a2

2
γ̈il +

aȧ

2
γ̇il − 3ȧ2γli −

3

2
aȧγ̇li

]
−

a2

2
(δjl + γjl)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γik + δik) +

a2

2
γ̈ik +

aȧ

2
γ̇ik − 3ȧ2γki −

3

2
aȧγ̇ki

]
+

a4

6

[
6ä

aN2
− 12

N2

(
ȧ

a

)2
]

(δikδjl + δikγjl + δjlγik − δjkδil − δjkγil − δilγjk)

Συνεπώς

W ij
kl =

1

a4
(Wijkl − γjτWiτkl − γiθWθjkl) =

1

2a2
(γil,jk + γjk,il − γik,jl − γjl,ik)−

1

2a2
(δik + γik)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γjl + δjl) +

a2

2
γ̈jl +

aȧ

2
γ̇jl − 3ȧ2γlj −

3

2
aȧγ̇lj

]
+

1

2a2
(δil + γil)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γjk + δjk) +

a2

2
γ̈jk +

aȧ

2
γ̇jk − 3ȧ2γkj −

3

2
aȧγ̇kj

]
+

1

2a2
(δjk + γjk)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γil + δil) +

a2

2
γ̈il +

aȧ

2
γ̇il − 3ȧ2γli −

3

2
aȧγ̇li

]
−

1

2a2
(δjl + γjl)

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γik + δik) +

a2

2
γ̈ik +

aȧ

2
γ̇ik − 3ȧ2γki −

3

2
aȧγ̇ki

]
+

1

6

[
6ä

aN2
− 12

N2

(
ȧ

a

)2
]

(δikδjl + δikγjl + δjlγik − δjkδil − δjkγil − δilγjk)+

γjτ

a4

a2

2
δik

1

N2
(aä− 2ȧ2)δτl −

γjτ

a4

a2

2
δil

1

N2
(aä− 2ȧ2)δτk −

γjτ

a4

a2

2
δτk

1

N2
(aä− 2ȧ2)δil+

γjτ

a4

a2

2
δτl

1

N2
(aä− 2ȧ2)δik −

γjτ

a4

a4

6

[
6ä

aN2
− 12

N2

(
ȧ

a

)2
]

(δikδτl − δτkδil)+

γiθ

a4

a2

2
δθk

1

N2
(aä− 2ȧ2)δjl −

γiθ

a4

a2

2
δθl

1

N2
(aä− 2ȧ2)δjk −

γiθ

a4

a2

2
δjk

1

N2
(aä− 2ȧ2)δθl+

γiθ

a4

a2

2
δjl

1

N2
(aä− 2ȧ2)δθk −

γiθ

a4

a4

6

[
6ä

aN2
− 12

N2

(
ȧ

a

)2
]

(δθkδjl − δjkδθl) =

1

2a2
(γil,jk + γjk,il − γik,jl − γjl,ik)−
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1

2a2
δik

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γjl + δjl) +

a2

2
γ̈jl +

aȧ

2
γ̇jl − 3ȧ2γlj −

3

2
aȧγ̇lj

]
+

1

2a2
δil

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γjk + δjk) +

a2

2
γ̈jk +

aȧ

2
γ̇jk − 3ȧ2γkj −

3

2
aȧγ̇kj

]
+

1

2a2
δjk

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γil + δil) +

a2

2
γ̈il +

aȧ

2
γ̇il − 3ȧ2γli −

3

2
aȧγ̇li

]
−

1

2a2
δjl

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γik + δik) +

a2

2
γ̈ik +

aȧ

2
γ̇ik − 3ȧ2γki −

3

2
aȧγ̇ki

]
+[

ä

aN2
− 2

N2

(
ȧ

a

)2
]

(δikδjl + δikγjl + δjlγik − δjkδil − δjkγil − δilγjk) +
γjl

2a2N2
δik(aä− 2ȧ2)−

γjk

2a2N2
δil(aä− 2ȧ2)− γjk

2a2N2
(aä− 2ȧ2)δil +

γjl

2a2N2
(aä− 2ȧ2)δik −

[
ä

aN2
− 2

N2

(
ȧ

a

)2
]

(δikγ
jl − γjkδil)+

γik

2a2N2
(aä− 2ȧ2)δjl −

γil

2a2N2
(aä− 2ȧ2)δjk −

γil

2a2N2
δjk(aä− 2ȧ2) +

γik

2a2N2
δjl(aä− 2ȧ2)−[

ä

aN2
− 2

N2

(
ȧ

a

)2
]

(γikδjl − δjkγil)−
γik

2a2N2
(aä− 2ȧ2)δjl +

γil
2a2N2

(aä− 2ȧ2)δjk +
γjk

2a2N2
(aä− 2ȧ2)δil−

γjl
2a2N2

(aä− 2ȧ2)δik =
1

2a2
(γil,jk + γjk,il − γik,jl − γjl,ik)−

1

2a2
δik

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γjl + δjl) +

a2

2
γ̈jl +

aȧ

2
γ̇jl − 3ȧ2γlj −

3

2
aȧγ̇lj

]
+

1

2a2
δil

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γjk + δjk) +

a2

2
γ̈jk +

aȧ

2
γ̇jk − 3ȧ2γkj −

3

2
aȧγ̇kj

]
+

1

2a2
δjk

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γil + δil) +

a2

2
γ̈il +

aȧ

2
γ̇il − 3ȧ2γli −

3

2
aȧγ̇li

]
−

1

2a2
δjl

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)(γik + δik) +

a2

2
γ̈ik +

aȧ

2
γ̇ik − 3ȧ2γki −

3

2
aȧγ̇ki

]
+[

ä

aN2
− 2

N2

(
ȧ

a

)2
]

(δikδjl − δjkδil) +
γjl

2a2N2
(aä− 2ȧ2)δik −

γjk

2a2N2
(aä− 2ȧ2)δil−

γil
2a2N2

(aä− 2ȧ2)δjk +
γik

2a2N2
δjl(aä− 2ȧ2) =

1

2a2
(γil,jk + γjk,il − γik,jl − γjl,ik)−

1

2a2
δik

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)δjl +

a2

2
γ̈jl +

aȧ

2
γ̇jl − 3ȧ2γlj −

3

2
aȧγ̇lj

]
+

1

2a2
δil

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)δjk +

a2

2
γ̈jk +

aȧ

2
γ̇jk − 3ȧ2γkj −

3

2
aȧγ̇kj

]
+
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1

2a2
δjk

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)δil +

a2

2
γ̈il +

aȧ

2
γ̇il − 3ȧ2γli −

3

2
aȧγ̇li

]
−

1

2a2
δjl

1

N2

[
(aä− 2ȧ2)δik +

a2

2
γ̈ik +

aȧ

2
γ̇ik − 3ȧ2γki −

3

2
aȧγ̇ki

]
+

[
ä

aN2
− 2

N2

(
ȧ

a

)2
]

(δikδjl − δjkδil) =

1

2a2
(γil,jk + γjk,il − γik,jl − γjl,ik)− 1

2a2
δik

[
a2

2
γ̈jl +

aȧ

2
γ̇jl − 3ȧ2γlj −

3

2
aȧγ̇lj

]
+

1

2a2
δil

[
a2

2
γ̈jk +

aȧ

2
γ̇jk − 3ȧ2γkj −

3

2
aȧγ̇kj

]
+

1

2a2
δjk

[
a2

2
γ̈il +

aȧ

2
γ̇il − 3ȧ2γli −

3

2
aȧγ̇li

]
−

1

2a2
δjl

[
a2

2
γ̈ik +

aȧ

2
γ̇ik − 3ȧ2γki −

3

2
aȧγ̇ki

]
=

1

2a2
(γil,jk + γjk,il − γik,jl − γjl,ik)−

1

2
δik

[
1

2
γ̈jl +

ȧ

2a
γ̇jl − 3

(
ȧ

a

)2

γlj −
3ȧ

2a
γ̇lj

]
+

1

2
δil

[
1

2
γ̈jk +

ȧ

2a
γ̇jk − 3

(
ȧ

a

)2

γkj −
3ȧ

2a
γ̇kj

]
+

1

2
δjk

[
1

2
γ̈il +

ȧ

2a
γ̇il − 3

(
ȧ

a

)2

γli −
3ȧ

2a
γ̇li

]
− 1

2
δjl

[
1

2
γ̈ik +

ȧ

2a
γ̇ik − 3

(
ȧ

a

)2

γki −
3ȧ

2a
γ̇ki

]
=

1

2a2
(γil,jk + γjk,il − γik,jl − γjl,ik)− δik

2

[
1

2
γ̈jl +

ȧ

2a
γ̇jl − 3

(
ȧ

a

)2

γlj −
3ȧ

2a
γ̇lj

]
+

δil
2

[
1

2
γ̈jk +

ȧ

2a
γ̇jk − 3

(
ȧ

a

)2

γkj −
3ȧ

2a
γ̇kj

]
+
δjk
2

[
1

2
γ̈il +

ȧ

2a
γ̇il − 3

(
ȧ

a

)2

γli −
3ȧ

2a
γ̇li

]
−

δjl
2

[
1

2
γ̈ik +

ȧ

2a
γ̇ik − 3

(
ȧ

a

)2

γki −
3ȧ

2a
γ̇ki

]
=

1

2a2
(γil,jk + γjk,il − γik,jl − γjl,ik)−

δik
4

[
γ̈jl +Hγ̇jl −

∇2

a2
γjl

]
+
δil
4

[
γ̈jk +Hγ̇jk −

∇2

a2
γjk

]
+
δjk
4

[
γ̈il +Hγ̇il −

∇2

a2
γil

]
−

δjl
4

[
γ̈ik +Hγ̇ik −

∇2

a2
γik

]

΄Αρα τελικά

Wµν
ρσW

ρσ
µν =4W 0i

0jW
0j
0i + 4W 0i

jkW
jk
0i +W ij

klW
kl
ij = 2

(
γ̈ij +Hγ̇ij +

∇2

a2
γij

)2

+ 4γ̇ij
∇2

a2
γ̇ij

Το παραπάνω αποτέλεσµα µετατρέπει την tensor consistency condition στην

−8nt
r

= 1∓ 4b√
2ε

H2

M2
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όπου b µία αδιάστατη σταθερά, η οποία έχει άµεση σχέση µε τη Ϲεύξη inflaton-Weyl2.

Παρατηρούµε ότι η παραβίαση της tensor consistency condition nt = − r8 ¨δυναµώνει¨ όσο
πιο µικρό είναι το ε και όσο πιο µεγάλο είναι το b, αλλά ¨εξασθενεί¨ λόγω του παράγοντα H2

M2 .
Στην περιοχή του inflation το πηλίκο αυτό µπορεί να παίρνει την τιµή 1, πράγµα που σηµαίνει
ότι η τροποποίηση του tensor spectrum πλέον αποτελεί σηµαντικό γεγονός.
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Συµπεράσµατα

Η ϑεωρία του inflation λοιπόν, είδαµε ότι αφορά στην αυτο-αναπαραγωγή του σύµπαντος
από µία µικρή οµοιογενή περιοχή και στη δηµιουργία πολύπλοκων δοµών σε πολύ µεγάλες
κλίµακες. Αυτά που πετυχαίνει σε µεγάλο ϐαθµό η ϑεωρία αυτή είναι :

• να δώσει ικανοποιητική λύση στα προβλήµατα που προκύπτουν από τη ϑεωρία της µε-
γάλης έκρηξης

• ότι προβλέπει ουσιαστικά την ύπαρξη ενός ¨στοιχείου¨ dark matter ή dark energy ή
συνδιασµού τους

• ότι εξηγεί την προέλευση των µη γραµµικών δοµών στο σύµπαν µε ϐάση τα quantum
fluctuations του inflaton

• ότι το spectrum των perturbations είναι σε µεγάλο ϐαθµό σύµφωνο µε τα πρόσφατα
δεδοµένα

• ότι προβλέπει την ύπαρξη ϐαρυτικών κυµάτων

Γι΄ αυτό το λόγο είναι ευρέως διαδεδοµένη στην επιστηµονική κοινότητα.

Στη συνέχεια, µελετήθηκε το coupling του Weyl2 tensor µε το inflaton, ώστε να ϐρεθεί η
διόρθωση στο tilt του tensor power spectrum. Εν τέλει, παραβιάζεται η tensor consistency
condition, η οποία έρχεται στη µορφή

−8nt
r

= 1∓ 4b√
2ε

H2

M2

Είναι σηµαντικό το γεγονός ότι έρχεται σε µία τέτοια µορφή, καθώς υπολογίζοντας πειραµατικά
το δεξί µέλος, µπορεί να µετρηθεί το r που ουσιαστικά αντικατοπτρίζει την ¨ποσότητα¨ των
ϐαρυτικών κυµάτων.
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