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Εργασία  2 
 

Παράδοση  20/1/08 
Οι ασκήσεις είναι βαθμολογικά ισοδύναμες 

 
1. Υπολογίστε τα παρακάτω όρια: 
Α.   

Β.  

Γ.      όπου 0,    0x y> >  
 

Δ.   όπου   
Κάνετε απευθείας τις πράξεις χωρίς να χρησιμοποιήσετε παραγώγους. 
Επιβεβαιώστε ότι το παραπάνω όριο ισούται με ( )f x′  
 

Ε.    

ΣΤ.   
 
Λύση 
Α. 

 
Β. 

  
Γ. 
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Έστω 

 

και  . Τότε το ζητούμενο όριο είναι 

 
Έστω  

Τότε το ζητούμενο όριο είναι  . 

Έστω . Τότε το ζητούμενο όριο είναι 

. 
 
Δ. 

 

 
Πράγματι, το όριο είναι ίσο με ( )f x′  αφού 

 
 
Ε. Εφαρμόζουμε τον κανόνα του L’ Hospital: 

 

ΣΤ.       
1 x

1 xx 2

4 7 4 7
2 5 2 5

/

/lim
→

+ +
=

+ +
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2  Μελετήστε τις παρακάτω συναρτήσεις: Βρείτε τα πεδία ορισμού,   τιμών, 
ακρότατα, σημεία καμπής, διαστήματα μονοτονίας, ασύμπτωτες   (οριζόντιες, 
κάθετες ή πλάγιες). Διερευνήστε αν  είναι συνεχείς και κάνετε τη σχετική γραφική 
παράσταση. 

A.  
 

B.  
 
Υπόδειξη:  Η ευθεία  είναι πλάγια ασύμπτωτη μιας συνάρτησης αν 

  Τότε  και 

 
 
 
Λύση 
Α. 
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( )2

2

25 x

2 25 x

′−

−
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Β. 
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3.  Δίνεται η διανυσματική συνάρτηση  . 
 
 Α.  Σχεδιάστε στο επίπεδο τα σημεία που διατρέχει η κορυφή του 
        διανύσματος    για  Σχεδιάστε το διάνυσμα  
   
  
 Β.  Υπολογίστε τη διανυσματική συνάρτηση 

    και δείξτε ότι  ( )v̂ r t⊥ . 
 
     Γ.   Υπολογίστε τη διανυσματική συνάρτηση 

     και σχεδιάστε το    Δείξτε ότι   και 
ότι     
 
     Δ.  Υπολογίστε τη διανυσματική συνάρτηση 

 όπου  
 
Σχόλιο: Στον κλάδο των μαθηματικών που λέγεται διαφορική γεωμετρία, το σύστημα 
των διανυσμάτων  αποτελεί σε κάθε σημείο μιας καμπύλης ένα 
ορθοκανονικό σύστημα διανυσμάτων, το εφαπτόμενο διάνυσμα, το πρώτο και 
δεύτερο κάθετο διάνυσμα στην καμπύλη αντίστοιχα. Το διάνυσμα  είναι σε κάθε 
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σημείο της καμπύλης το διάνυσμα της καμπυλότητας. Έχει την τιμή που θα 
περιμένατε; (εκτός βαθμολογίας) 
 
 
Λύση 
Α.  
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Β. 
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Γ. 

 

 
 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ2 cos 2 2 sin 2d t i t j
dt
υ π π π π= − −  
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Δ.  

 
 

 

d
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4.   
Α.  Βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης 

    
 
Β. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 

 
 
 
Γ. Βρείτε το εμβαδόν της επιφάνειας μεταξύ των γραφικών παραστάσεων siny x= , 

3siny x=  και των ευθειών 0x =  και 
2

x π
= . 

 
Λύση 
 
Α.  Αναλύουμε  το ολοκλήρωμα σε δύο άλλα ολοκληρώματα και έχουμε 

 
 
Αλλάζουμε μεταβλητή στο πρώτο ολοκλήρωμα  και χρησιμοποιώντας τον 
κανόνα της αλυσίδας παίρνουμε  

 
 

Αφού   έχουμε 

 
 
 
Β.  Θέτουμε  και επομένως  
Άρα έχουμε 

 
Γ.  Έχουμε  και επομένως . Άρα το πάνω όριο είναι 

siny x=  και το κάτω 3siny x= . Άρα 

Επιφάνεια=  
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Όπου έγινε αλλαγή μεταβλητής  
 
5.   
Α. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 

 
 
B. Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 

     

Γ.   Έστω    
Βρείτε τα (1)f  και ( )f x′ . 
 
Λύση 
 
Α.  Λόγω συμμετρίας (άρτια συνάρτηση) έχουμε 

 
Θέτουμε ,  . Για  και για 

. 
Επομένως  

 
 

Β.  Θέτουμε   και  ή  . Επομένως  

 
Με ολοκλήρωση κατά παράγοντες έχουμε 
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Θέτοντας ξανά  παίρνουμε τελικά 

 
 
Γ.  Είναι προφανές ότι  λόγω των ορίων ολοκλήρωσης. 
Θέτοντας  και χρησιμοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας έχουμε 

 
 
 
6.   
Α.  Βρείτε το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από την καμπύλη της  

232 +−= xxy  και τον άξονα των x . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Β.  Να βρεθεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από την καμπύλη  
 θθ sin4,cos3 =+= yx   

 
Λύση 
 
Α.  Επειδή  ( )( ),21232 −−=+− xxxx η καμπύλη τέμνει τον άξονα των x  στα 
σημεία 1=x  και 2=x . 

O x

y

2

1

21

Y

XO

2

1

21

Y

XO
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Επίσης 32 −= x
dx
dy . Άρα υπάρχει ένα σημείο ακρότατου όταν 

2
3

=x  

Επειδή 22

2

=
dx

yd  και είναι μονίμως θετική, το σημείο αυτό είναι σημείο ελαχίστου. 

 
Η καμπύλη παριστάνεται στο σχήμα και το ζητούμενο εμβαδόν βρίσκεται ολόκληρο 
κάτω από τον ημιάξονα ΟΧ. 
 
‘Έστω Ε1 το εμβαδόν αυτό. 
 

Τότε, σύμφωνα με τα παραπάνω, θα ήταν  ( ) =+−= ∫ dxxxE
2

1

2 23  

    
2

1

2
3

2
2
3

3 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−= xxx  

                                            
6
12

2
3

3
146

3
8

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  

 
Επειδή το εμβαδόν είναι θετικός αριθμός, γι’ αυτό το παραπάνω αποτέλεσμα είναι   
 Ε=1/6 
Το  εμβαδόν κάτω από τη καμπύλη μεταξύ  x = 0 και x  = 1, δηλαδή  το εμβαδόν που 
είναι  γραμμοσκιαμένα με οριζόντιες γραμμές στο σχήμα δίνεται από το 

 

 
1

2
2

0

5E x 3x 2 dx
6

( )= − + =∫  

 
Συνεπώς το ολικό πραγματικό εμβαδόν είναι  1/6 + 5/6 = 1 
 

Β.  Τα όρια της σκιασμένης περιοχής στο σχήμα, (
4
1 της απαιτούμενης περιοχής) 

περιγράφεται από δεξιά προς αριστερά καθώς το θ  κυμαίνεται από 0 ως .
2
1 π  Άρα το 

συνολικό εμβαδόν είναι 

( )( ) ( )
/ 2 / 2 / 2 / 22

0 0 0 0
4 4 4sin sin 16 sin 8 1 cos 2ydx d d d

π π π π
θ θ θ θ θ θ θΑ = = − − = = − =∫ ∫ ∫ ∫  

 

πθθ
π

42sin
2
18

2/

0

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=  

 
 
 
 
7.   

Α.  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα      
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Β.  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα   

Γ.  Υπολογίστε το ολοκλήρωμα   ∫ + x
dx
sin1

 

 
Λύση 

Α.  Με ολοκλήρωση κατά παράγοντες έχουμε u x= ,   και 
, .  Επομένως  

 
αφού   . 
 
 
Β.  Έχουμε 

 
 
 
Γ.   

∫ + x
dx
sin1

 = ∫ −+ )2/cos(1 x
dx
π

 

 
1+cos ( )x−2/π  = 1+ cos ( )( )2/4/2 x−π  = 1 + 2 cos2 ( )2/4/ x−π - 1 
 

( ) =
−∫ 2/4/cos2 2 x

dx
π

 - ( )
( ) =

−
−

∫ 2/4/cos
2/4/

2 x
xd

π
π  - ( )

∫ =
+
z

zzdz
2

22

cos
sincos  

 

- ( ) ( ) ( ) ( )2/4/tantan
cos
sin

cos
cossinsincos

2 xzdz
z
z

dz
ddz

z
zzzz

−−=−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

′−′
∫∫ π  
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8.  Δίδονται τρία σημεία στο χώρο με συντεταγμένες Α(10,0), Β(0,0) και Γ(0,10) τα 
οποία αποτελούν κoρυφές τριγώνου. Να βρεθούν: α) η εξίσωση του περιγεγραμμένου 
κύκλου και β) η εξίσωση του εγγεγραμμένου κύκλου στο παραπάνω τρίγωνο. 
Υπόδειξη: Από την ευκλείδειο γεωμετρία γνωρίζουμε ότι στον  εγγεγραμμένο κύκλο 
οι πλευρές του τριγώνου είναι εφαπτόμενες στον κύκλο.  
 
Λύση: 
 
α) Έστω ότι η εξίσωση του περιγεγραμμένου κύκλου είναι 2 2 2

0 0( ) ( )x x y y R− + − = . 
Τα σημεία Α, Β, Γ ανήκουν στον κύκλο άρα θα πρέπει να επαληθεύουν την εξίσωση 
του κύκλου. Συνεπώς θα ισχύουν αντίστοιχα οι εξής τρεις εξισώσεις:  

2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2
0 0
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

(10 ) ( ) (10 ) 2 10 5

( ) ( )

( ) (10 ) (10 ) 2 10 5

x y R x y y x x x

x y R

x y R x y x y y y

   − + − = ⇒ + = + − ⇒ = ⇒ =

  − + − =

− + − = ⇒ + = + − ⇒ = ⇒ =

 

 
Θα είναι τέλος και 50R = . 
 
β) Το πρόβλημά μας επομένως απαιτεί οι πλευρές του τριγώνου να είναι εφαπτόμενες 
του κύκλου. Άρα θα ισχύουν οι εξής σχέσεις:  

1. Η εξίσωση της πλευράς ΑΒ είναι 0y =  ενώ η εξίσωση της εφαπτομένης στο 
κύκλο κέντρου 0 0( , )x y  και ακτίνας R στο σημείο 1 1( , )x y  είναι 

2 2
0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x y y y y R x x x y y y R x x x y y y− − + − − = ⇒ − + − = + − + −

Από τις δύο αυτές σχέσεις συμπεραίνουμε εύκολα ότι θα ισχύει 1 0 0x x− =  
και 2

0 1 0( ) 0R y y y+ − = . 
2. Η εξίσωση της ευθείας που ανήκει η πλευρά ΒΓ είναι 0x =  ενώ η εξίσωση 

της εφαπτομένης στο κύκλο είναι 
2

2 0 2 0 0 2 0 0 2 0( ) ( ) ( ) ( )x x x y y y R x x x y y y− + − = + − + − όπου 2 2( , )x y  το σημείο 
επαφής.   Από τις δύο αυτές σχέσεις συμπεραίνουμε εύκολα ότι θα ισχύει 

2 0 0y y− =  και 2
0 2 0( ) 0R x x x+ − = . 

3. Η εξίσωση της ευθείας που ανήκει η πλευρά ΓΑ είναι 10x y+ =  ενώ η 
εξίσωση της εφαπτομένης στο κύκλο είναι 

2
3 0 3 0 0 3 0 0 3 0( ) ( ) ( ) ( )x x x y y y R x x x y y y− + − = + − + − όπου 3 3( , )x y  το σημείο 

επαφής.   Από τις δύο αυτές σχέσεις συμπεραίνουμε εύκολα ότι θα ισχύει 
3 0 3 0x x y y− = −  και 2

0 3 0 3 02 ( ) 10( )R x x x x x+ − = − . 
4. Επειδή όμως το τρίγωνο είναι ισοσκελές ο εγγεγραμμένος κύκλος εφάπτεται 

της πλευράς ΓΑ στο μέσο της , επομένως θα είναι 3 3( , ) (5,5)x y = . 
Γνωρίζουμε επίσης ότι 1 0y =  και 2 0x =  . 

 
Επομένως θα έχουμε: 

3 0 3 0x x y y− = −   2
0 3 0(10 2 )( )R x x x⇒ = − − 2

0 0 3 3(2 10) 10 0x x x x⇒ − + + =  
2

0 3 0 3 02 ( ) 10( )R x x x x x+ − = −                                                
                                                                 
                  2

0 2 0( ) 0R x x x+ − =      
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      2 2
0R x⇒ =  

                                       2 0x =  
και τέλος από 2

0 0 3 3(2 10) 10 0x x x x− + + = 2
0 0 020 50 0 2.93x x x⇒ − + = ⇒ =  

                                                          3 5x =      (η τιμή 17.06 απορρίπτεται) 
Από εδώ και πέρα όλα είναι εύκολα αφού από την 3 0 3 0x x y y− = −       είναι 
προφανές ότι 0 0y x= , από την       1 0 0x x− =  θα είναι 1 0x x=  ,  από την 

2 0 0y y− =  θα είναι 2 0y y=  και από την 2 2
0 0R x R x= ⇒ = . 

 
9.  
Α. Ένα ισόπλευρο τρίγωνο είναι περιγεγραμμένο γύρω από ένα κύκλο με κέντρο 
(4,2) και ακτίνα 2. Ο άξονας των Ox είναι η μία πλευρά, να βρεθούν οι άλλες δύο. 
Β. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που περνάνε από το (5,1) και απέχουν 
απόσταση 1 από το (0,0). 
Υπόδειξη: Από την ευκλείδειο γεωμετρία γνωρίζουμε ότι το κέντρο του 
εγγεγραμμένου κύκλου σε ένα τρίγωνο είναι το σημείο τομής των διχοτόμων του 
τριγώνου.  
 
Λύση 
Α. 
Σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο οι γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους , άρα ίσες με 60μοίρες. 
Επομένως στο παραπάνω τρίγωνο οι γωνίες είναι ίσες με 60μοίρες .Και οι κλίσεις 
των ευθειών που σχηματίζουν το τρίγωνο είναι : 

360 =°εφ  και 

 ( ) 360120 −=°−=° εφεφ  
Έστω Μ το σημείο που τέμνονται οι διχοτόμοι δηλ. το κέντρο του κύκλου και  έστω 
Α το σημείο που τέμνονται οι 2 ευθείες που ψάχνουμε και έστω Δ το σημείο που 
τέμνει η διχοτόμος από το Α τον Οx . 
Ισχύει : 

3 M AΔ = Δ  
διότι  το σημείο Μ είναι και βαρύκεντρο. Οπότε επειδή το 

  
2MΔ =

   
παίρνουμε Α(4,6) . 
Αφού ξέρουμε ένα σημείο των ευθειών και τις κλίσεις τους μπορούμε να βρούμε τις 
εξισώσεις τους. 
Αυτές είναι οι εξής : 

( )436 −=− xy   
και 

 ( )436 −−=− xy  
 
Β. 
Η(οι) εξίσωση(εις) δίνονται από τον παρακάτω τύπο: 

0 0( )y y m x x− = − , ℜ∈m  
Όμως ξέρουμε ένα σημείο της ευθείας το (5,1). 
Άρα η εξίσωση γίνεται: 
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1 ( 5)y m x− = −  
Επίσης ξέρουμε ότι η ευθεία απέχει από το (0,0) απόσταση ίση με 1. 
Άρα: 

( )

( )

1 1

2 2

2

2 2 2

2

0, 1

0 1 0 5 1
1

1

5 1 1 (5 1) 1

24 10 0 24 10 0
10 50, .
24 12

x y
d

A B
m m

d
m

m m m m

m m m m

m m

ε
Α + Β + Γ

= = ⇔
+

− ⋅ + ⋅ + −
= = ⇔

+

− = + ⇔ − = + ⇔

− = ⇔ − = ⇔

= = =

 

Άρα οι ζητούμενες ευθείες είναι οι εξής: 
α) 1 0 1y y− = ⇔ =  

β) ( )5 5 131 5 0
12 12 12

y x y x− = − ⇔ − + =  

 
 
 
10. Βρείτε  
Α.  την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης  2 29 5 36 30 36x y x y+ = − −  στα 
σημεία με τετμημένη δύο ( 2)x =  και 
Β.  προσδιορίστε το είδος της καμπύλης καθώς και τα χαρακτηριστικά της στοιχεία. 
 
Λύση 
 
Α.  Για x=2 η καμπύλη γίνεται 

( )

2 2 2 29 2 5y 36 2 30y 36 5y 30y 72 36 36 0 5y 30y 0
5y y 6 0
+ = − − ⇒ + − + + = ⇒ + = ⇒
+ =

Άρα τα σημεία με τετμημένη δύο είναι δύο. Το (2,0) και το (2, 6)− . Η εξίσωση της 
εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο 0 0( , )x y  είναι 0 0 0( )( )y y f x x x′− = − . 
Παραγωγίζοντας και τα δύο μέλη της 2 29 5 36 30 36x y x y+ = − −  έχουμε: 

36 1818 10 36 30
10 30

xx yy y y
y
−′ ′ ′+ = − ⇒ =
+

 και στα σημεία 0 0( 2, 0)x y= =   και 

0 0( 2, 6)x y= = − είναι 0( ) 0y f x′ ′= = . Επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης είναι 
0y =  ή 6y = − . 

Β.  
Μετασχηματίζοντας την εξίσωση της καμπύλης και ακολουθώντας τη μέθοδο της 
συμπλήρωσης τετραγώνων έχουμε: 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

22

9 5 36 30 36 9( 4 ) 36 5( 6 ) 45 45
9( 4 2 ) 5( 6 3 ) 45 9( 2) 5( 3) 45

( 2) ( 3) 1
5 9

x y x y x x y y
x x y y x y

x y

+ = − − ⇒ − + + + + = ⇒

− + + + + = ⇒ − + + = ⇒

− +
+ =
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Αυτό δείχνει ότι η καμπύλη είναι μια έλλειψη. Για να τη μελετήσουμε πιο απλά 
μπορούμε να θεωρήσουμε ένα νέο σύστημα συντεταγμένων O XY′  με αρχή (2, 3)O′ −  
οπότε και οι εξισώσεις 2X x= −  και 3Y y= +  μας δίνουν τις συντεταγμένες ως προς 
το σύστημα O XY′ . Στο σύστημα αυτό η εξίσωση της καμπύλης θα γίνει 

2 2

22
1

3( 5)
X Y

+ =  οπότε το μήκος του μεγάλου άξονα είναι 6 ,  του μικρού  2 5  και της 

εστιακής απόστασης  4. 
 


