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ΕΡΓΑΣΙΑ 1η
 
Θέμα 1 (μονάδες 10) 

i. Δείξτε ότι  ( ) ( ) ( )a b c a b c b a c× × = − ⋅ + ⋅
r r rr r r r r r . 

ii. Δείξτε την ταυτότητα Jacobi : ( ) ( ) ( ) 0a b c c a b b c a× × + × × + × × =
r r rr r r r r r  

Απάντηση 
i. Έστω 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a a a b b b b c c c c= = =

rr r   Τότε 

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1, ,a b a b a b a b a b a b a b× = − − −
rr  και ( )a b c× ×

rr r = 

 
=  ( ) ( )a b c b a c− ⋅ + ⋅

r rr r r r

ii. Απλά προσθέτουμε τις σχέσεις: 

  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) (
( ) ( ) ( )

a b c a b c b a c

c a b c a b a c b

b c a b c a c b a

× × = − ⋅ + ⋅

× × = − ⋅ + ⋅

× × = − ⋅ + ⋅

r r rr r r r r

r rr r r r r r

r rr r r r r r

)

r

r

r

Θέμα 2 (μονάδες 10) 
i. Εκφράστε το διάνυσμα ( )1,0,0x =r  ως γραμμικό συνδυασμό των 

( ) ( ) ( )1,2,0 2,1,0 1,3,2u wυ= = = −
rr r . Δηλαδή να βρεθούν οι πραγματικοί α, b 

και c ώστε να μπορεί να γραφεί το xr  ως x au b cwυ= + +
rr r r

. 
ii. Έστωσαν τα σημεία ( ) ( ) ( )1,2,3 2, 1,4 2,0, 3A B D= = − = − . Βρείτε σημείο C 

ώστε το ABCD να είναι παραλληλόγραμμο. 
Απάντηση 

i. . Θα πρέπει να βρούμε τα a, b, c  ώστε 
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Εξισώνοντας τις αντίστοιχες συντεταγμένες παίρνουμε το σύστημα  

 
Από την τελευταία έχουμε  οπότε η πρώτη γίνεται . Με 
αντικατάσταση στην δεύτερη παίρνουμε  ή  
Επομένως έχουμε και   Άρα 

 
 

ii. Θα πρέπει το διάνυσμα  να ταυτίζεται με το διάνυσμα  Επομένως  
 και c d  Άρα  

 

c d b a− = −
r rr r b a= + −

r rr r

2 2 1 3
0 1 2
3 4 3 2

c
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r 3

)−

 
Θέμα 3 (μονάδες 10) 
Έστω  Βρείτε: ( ) (1,0,1 1, 2,2a bκαι= =

rr

i. Το μήκος της προβολής του b
r

 στο ar . 
ii. Τις γωνίες που σχηματίζει το  ar  με τους άξονες συντεταγμένων 

iii. Την γωνία μεταξύ a  και br r
. 

iv. Τις συντεταγμένες του μέσου του ευθυγράμμου τμήματος που συνδέει τα σημεία 
. ( ) (1,0,1 1, 2,2και − )

)
v. Την επιφάνεια του παραλληλογράμου που σχηματίζεται από τα , b  ar

r

vi. Αν  βρείτε τον όγκο του παραληλεπιπέδου που σχηματίζεται από τα 

,  και . 

(1, 1,0c = −
r

ar b
r

cr

Απάντηση 

i. Το μήκος της προβολής είναι  
ii. Η γωνία α με τον άξονα των x είναι 

   όμοια για τους 

άλλους άξονες βρίσκουμε   
iii. Για την γωνία μεταξύ των διανυσμάτων έχουμε 

 

iv. Οι συν/νες του μέσου προκύπτουν ως . 
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v. 

ˆˆ ˆ
ˆˆ ˆ| | 1 0 1 2 2

1 2 2

i j k
a b i j k× = = − − =

−

rr 3  

vi. Έχουμε 

    
και  

 
 
Θέμα 4 (μονάδες 10) 
Να μελετηθούν οι λύσεις των παρακάτω συστημάτων για διάφορες τιμές των μ και ν 
(μ,ν,x,y,z πραγματικοί αριθμοί). 

μx+y+z = 1      x-3z =  -3
( )  x+μy+z = 1 ( ) 2x+νy-z =  -2

x+y+μz = 1      x+2y+νz =   1
i ii  

Απάντηση 
i. Η ορίζουσα του πρώτου συστήματος  υπολογίζεται πως είναι 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) (

2

22

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1
1 1

1 1 2 1 2 1 1 2 1

D
μ

μ μ μ μ μ μ μ μ μ
μ

μ μ μ μ μ μ μ μ μ μ μ

= = − − − + − = − + − − =

− + − = − + − = − − + = − +⎡ ⎤⎣ ⎦ )2

2

 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
1. 1 και μ μ≠ ≠ − . Τότε το σύστημα έχει μοναδική λύση την 

1
2

1
2

1
2

x

y

z

Dx
D
D

y
D
Dz
D

μ

μ

μ

= =
+

= =
+

= =
+

 

γιατί εύκολα βρίσκει κανείς ότι  ( )21x y zD D D μ= = = −  
2. 1μ = . Τότε το σύστημα καταλήγει στην , δηλαδή άπειρες 

λύσεις με δύο ελεύθερες παραμέτρους. 
x+y+z = 1

3. 2μ = − . Τότε το σύστημα γίνεται: 
-2x+y+z = 1
x-2y+z = 1
x+y-2z = 1
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το οποίο είναι αδύνατο όπως φαίνεται αν προσθέσουμε όλες τις 
εξισώσεις κατά μέλη. 

ii. Για το δεύτερο σύστημα έχουμε ( 5)( 2D )ν ν= + − . Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
1. 5 και ν 2ν ≠ − ≠ . Τότε το σύστημα έχει μοναδική λύση την 

3( 1)
5

4
5

4
5

x

y

z

Dx
D

D
y

D
Dz
D

ν
ν

ν

ν

+
= = −

+

= =
+

= =
+

 

2. 5ν = −  Τότε οι ορίζουσες υπολογίζονται ως 
 και επομένως το σύστημα είναι αδύνατο. 84 28 28x y zD D D= − = − = −
 

3. 2ν =  Τότε το σύστημα καταλήγει στην 
 

     x-3z =  -3 3 32x+2y-z =  -2
2x+2y-z =  -2 5     x+2y+2z =   1 2

     x+2y+2z =   1 2

x z

y z

= − +
⇔ ⇔

= − +
 

δηλαδή άπειρες λύσεις με μια ελεύθερη παράμετρο.  
 
Θέμα 5 (μονάδες 10) 
Δίνεται το τριώνυμο 2(4 1) ( 1)x xλ λ λ− + − − .  

i. Να βρεθούν οι τιμές του λ ώστε οι ρίζες του :  
α) να έχουν άθροισμα 4   
β) να είναι ετερόσημες με απόλυτα μεγαλύτερη τη θετική και 
γ) να είναι αντίστροφες. 

ii. Να βρεθούν οι τιμές του λ ώστε η γραφική παράσταση του τριωνύμου: 
α) να έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα των y   
β) να εφάπτεται στο άξονα των x  
γ) να έχει κορυφή ένα σημείο με τεταγμένη 1. 

Απάντηση 
Καταρχάς θα πρέπει (4 1) 0 1/ 4λ λ− ≠ ⇒ ≠  

i. Για να έχει το τριώνυμο ρίζες πρέπει η διακρίνουσά του να είναι Δ>0 που 

σημαίνει ότι   
2 2

2 2 2

4 0 ( 1) 4(4 1)( ) 0
1 2 16 4 0 17 6 1 0

β αγ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

− > ⇒ − − − − > ⇒

+ − + − > ⇒ − + >
Χρειάζεται τώρα να διερευνήσουμε πότε το τριώνυμο 217 6 1λ λ− +  είναι θετικό. 
Επειδή η διακρίνουσα του είναι 2( 6) 4 17 1 36 68 32′Δ = − − ⋅ ⋅ = − = −  και είναι 
πάντα αρνητική το τριώνυμο 217 6 1λ λ− +  είναι θετικό για κάθε λ . Άρα και το 

2(4 1) ( 1)x xλ λ− + − −λ έχει ρίζες για κάθε λ .  
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α) Η συνθήκη για να έχουν οι ρίζες άθροισμα 4 είναι 
1 54 4 (1 ) 4(4 1) 1 16 4 17 5

4 1 17
β λ λ λ λ λ λ λ
α λ

−
− = ⇒ − = ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ = ⇒ =

−
 
(β) Από τα προηγούμενα έχουμε εξασφαλίσει την ύπαρξη των δύο ριζών για κάθε 
λ . 
Για να είναι οι ρίζες ετερόσημες πρέπει να ισχύει ότι  

0 0 (4 1) 0 0γ
4 1
λ λ λ λ

α λ
< ⇒ − < ⇒ − > ⇒ <

−
0.25 ή λ >   

ενώ για να είναι απολύτως μεγαλύτερη η θετική θα ισχύει ότι 
10 0 ( 1)(4 1) 0 0.25 1

4 1
β λ λ λ λ
α λ

−
− > ⇒ − > ⇒ − − < ⇒ < <

−
 

Όλες λοιπόν οι συνθήκες συναληθεύουν όταν 0.25 1λ< <  
γ) Για να είναι οι ρίζες αντίστροφες πρέπει να ισχύει ότι 

11 1
4 1 5

γ λ λ
α λ
= ⇒ − = ⇒ =

−
 

ii.  
α) Αφού το τριώνυμο έχει πάντα 2 ρίζες αρκεί να ζητήσουμε να έχουν άθροισμα 

0. 10 0
4 1

1β λ λ
α λ

−
− = ⇒ − = ⇒ =

−
 

β) θα πρέπει να είναι Δ=0 που όμως είναι αδύνατο όπως αποδείξαμε παραπάνω. 

γ) η κορυφή έχει τεταγμένη (
2

f )β
α

− η οποία είναι ίση με 1. Άρα θα ισχύει ότι 

2 2

1 2

1 1( ) 1 (4 1)( ) ( 1)( ) 1 17 10 3 0
2 2(4 1) 2(4 1)

0.2, 0.80

f β λ λλ λ λ λ λ
α λ λ

λ λ

− −
− = ⇒ − − + − − − = ⇒ − − + =

− −
= − = −

⇒

 
 
Θέμα 6 (μονάδες 10) 

i. Δίνεται η συνάρτηση  με τύπο ( ) sin( )f x ax b= + . Να βρεθούν τα , ώστε 
η συνάρτηση να είναι περιττή. 

,a b R∈

ii. Αν για μια συνάρτηση  ισχύει g 2 ( ) 3 ( ) 5cosg x g x x+ − = , να δείξετε ότι η g είναι 
άρτια και να βρείτε τον τύπο της g. 

Απάντηση 
i. Για να είναι η συνάρτηση περιττή θα ισχύει ότι 

 ( ) ( ) sin( ) sin( ) sin( ) sin( )f x f x ax b ax b ax b ax b− = − ⇒ − + = − + ⇒ − + = − − ⇒
 ) 2a ax b ax b k b kπ π− + = − − + ⇒ =  και α οτιδήποτε  
και  ) ( ) 2 2b ax b ax b k ax k2π π π− + + − − = + ⇒ − = + π  (αδύνατο) 
άρα είναι δεκτή η λύση b=kπ και α οτιδήποτε. 

 
ii. 

 αφού cos
2 ( ) 3 ( ) 5cos 2 ( ) 3 ( ) 5cos( ) 2 ( ) 3 ( ) 5cosg x g x x g x g x x g x g x x+ − = ⇒ − + = − ⇒ − + =

( ) cosx x− = .  
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Επομένως 

 πράγμα που σημαίνει ότι η g είναι άρτια.  
2 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( ) ( ) ( )g x g x g x g x g x g x g x g x g x g x+ − = − + ⇒ − = − − − ⇒ = −

Αφού όμως  και 
επομένως  

( ) ( ) 2 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 5 ( )g x g x g x g x g x g x g x= − ⇒ + − = + =
5 ( ) 5cos( ) ( ) cosg x x g x x= ⇒ =

 
Θέμα 7 (μονάδες 10) 

i. Δίνονται οι συναρτήσεις ( ) 3 2f x x= +  και ( ) 4g x ax= +  .Για ποια τιμή του α 
ισχύει f g g f= ; 

ii. Εχει η συνάρτηση 2( ) ln( 1)f x x= −  αντίστροφη; Αν έχει να βρεθεί, αλλιώς να 
διερευνηθεί κάτω από ποιες προϋποθέσεις έχει αντίστροφη και  να βρεθεί η 
αντίστροφή της. 

Απάντηση 

i.   
( ( )) ( ( )) 3( 4) 2 (3 2) 4

3 12 2 3 2 4 2 10 5
f g g f f g x g f x ax a x
ax ax a a a

= ⇒ = ⇒ + + = + +
+ + = + + ⇒ = ⇒ =

⇒

 
ii.  Κατ’αρχήν θα πρέπει 2 1 0 1x x− > ⇒ < −  ή 1x > . Ορίζονται όμως έτσι δύο 

κλάδοι της συνάρτησης και δεν είναι 1-1 αφού για αντίθετα x η συνάρτηση 
παίρνει την ίδια τιμή. Επομένως δεν είναι αντιστρέψιμη. Μπορεί όμως να 
αντιστραφεί κατά κλάδο. Ορίζουμε λοιπόν τους κλάδους της συνάρτησης. Ο 
πρώτος θα είναι 2( ) ln( 1), 1f x x x= − >  και εδώ η συνάρτηση είναι 1-1 και «επί» 
αφού για 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x≠ ⇒ ≠  και το σύνολο των πραγματικών αριθμών R 
είναι εικόνα και πεδίο τιμων. Η αντίστροφη συνάρτηση του κλάδου μπορεί να 
βρεθεί ώς εξής: 2 2 2ln( 1) 1 1 1y yy x e x x e x e= − ⇒ = − ⇒ = + ⇒ = + +y (αφού 
είναι το x σαν μεγαλύτερο του 1 είναι εδώ θετικό). Η αντίστροφη λοιπόν 
συνάρτηση είναι η 1xy e= + + . 
Το ίδιο μπορούμε να κάνουμε και για τον άλλο κλάδο , 
όπου και εδώ η συνάρτηση είναι 1-1 και «επί». Η αντίστροφη συνάρτηση θα είναι 

2( ) ln( 1), 1f x x x= − < −

2 2 2ln( 1) 1 1 1y yy x e x x e x e= − ⇒ = − ⇒ = + ⇒ = − +y (αφού το x σαν 

μικρότερο του -1 είναι αρνητικό) και η τελική της μορφή είναι 1xy e= − + . 
 



Jèma 8 (mon�de
 10)D�nontai oi p�nake

A =







1 4 −2
−1 3 6
2 0 4





 B =







4 2 −1
3 7 0
2 3 8





Na upologistoÔn me ap' euje�a
 upologismoÔ
 oi detA, det (3A), detB,
A−1, AB, detA−1, det (AB). Sth sunèqeia na epalhjeute� ìti detA−1 =
1/ detA kai det (AB) = detA detB. IsqÔei ìti det (3A) = 3 detA?LUSH

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 −2
−1 3 6
2 0 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2

∣

∣

∣

∣

∣

4 −2
3 6

∣

∣

∣

∣

∣

+ 4

∣

∣

∣

∣

∣

1 4
−1 3

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 · (24 + 6) + 4 · (3 + 4) = 60 + 28 = 88

detB =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2 −1
3 7 0
2 3 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−1) ·
∣

∣

∣

∣

∣

3 7
2 3

∣

∣

∣

∣

∣

+ 8 ·
∣

∣

∣

∣

∣

4 2
3 7

∣

∣

∣

∣

∣

= −(9 − 14) + 8 · (28 − 6) = 5 + 176 = 181

det(3A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 12 −6
−3 9 18
6 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 6 ·
∣

∣

∣

∣

∣

12 −6
9 18

∣

∣

∣

∣

∣

+ 12 ·
∣

∣

∣

∣

∣

3 12
−3 9

∣

∣

∣

∣

∣

= 6 · (216 + 54) + 12 · (27 + 36) = 1620 + 756 = 2376ParathroÔme ìti det(3A) = 2376 = 27 · 88 = 33 · 88 6= 3 · 88. Genik�gia èna N × N p�naka isqÔei ìti det(λA) = λN detA.
A · B =






1 4 −2
−1 3 6
2 0 4





 ·







4 2 −1
3 7 0
2 3 8





 =









1 · 4 + 4 · 3 + (−2) · 2 1 · 2 + 4 · 7 + (−2) · 3 1 · (−1) + 4 · 0 + (−2) · 8
(−1) · 4 + 3 · 3 + 6 · 2 (−1) · 2 + 3 · 7 + 6 · 3 (−1) · (−1) + 3 · 0 + 6 · 8

2 · 4 + 0 · 3 + 4 · 2 2 · 2 + 0 · 7 + 4 · 3 2 · (−1) + 0 · 0 + 4 · 8





 =







12 24 −17
17 37 49
16 16 30







A−1 =
1

detA
·























∣

∣

∣

∣

∣

3 6
0 4

∣

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

∣

4 −2
0 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 −2
3 6

∣

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

∣

−1 6
2 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2
2 4

∣

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

∣

1 −2
−1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 3
2 0

∣

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

∣

1 4
2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4
−1 3

∣

∣

∣

∣

∣























=
1

88
·







12 −16 30
16 8 −4
−6 8 7





 =







3

22
− 2

11

15

44
2

11

1

11
− 1

22

− 3

44

1

11

7

88







≈







0.136 −0.182 0.341
0.182 0.091 −0.045
−0.068 0.091 0.080







detA−1 =
3

22
(

1

11

7

88
+

1

22

1

11
) +

2

11
(

2

11

7

88
− 3

44

1

22
) +

15

44
(

2

11

1

11
+

1

11

3

44
)

=
1

88
=

1

detA

det(A · B) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

12 24 −17
17 37 49
16 16 30

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 12 ·
∣

∣

∣

∣

∣

37 49
16 30

∣

∣

∣

∣

∣

− 24 ·
∣

∣

∣

∣

∣

17 49
16 30

∣

∣

∣

∣

∣

− 17 ·
∣

∣

∣

∣

∣

17 37
16 16

∣

∣

∣

∣

∣

= 15928 = 88 · 181 = detA · detB
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A =







1 0 0
0 2 0
0 0 3





kaj¸
 kai o p�naka

R =







cos 30o − sin 30o 0
sin 30o cos 30o 0

0 0 1





o opo�o
 �peristrèfei� ton A kat� 30o. Autì g�netai se sunduasmì meton p�naka pou �peristrèfei� ton A kat� thn ant�jeth for�, dhl. kat�
−30o:
RT =







cos (−30o) − sin (−30o) 0
sin (−30o) cos (−30o) 0

0 0 1





 =







cos 30o sin 30o 0
− sin 30o cos 30o 0

0 0 1





H dr�sh th
 peristrof 
 apì tou
 p�nake
 R, RT p�nw ston A ma
d�nei ton �peristrammèno� p�naka
AR = RART(aþ) Upolog�ste ton p�naka AR(bþ) De�xte ìti h or�zousa detAR = detA.(gþ) De�xte ìti h dr�sh tou RT anaire� aut  tou R �peristrèfonta
 �ton AR p�sw ston R. Dhlad  ìti RTARR = A.(dþ) De�xte ìti h dr�sh tou R dÔo forè
, �peristrèfei� ton A kat�

30o + 30o = 60o. Arke� na de�xete, afoÔ to dikaiolog sete, ìti
R2 = RR =







cos 60o − sin 60o 0
sin 60o cos 60o 0

0 0 1





(eþ) De�xte ìti oi timè
 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3 epalhjeÔoun kai ti
 dÔoparak�tw exis¸sei
:
det (AR − λI3) = 0 det (A − λI3) = 0



ìpou
I3 =







1 0 0
0 1 0
0 0 1





o 3 × 3 monadia�o
 p�naka
. (Shm: Oi λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3lègontai idiotimè
 twn dÔo pin�kwn kai ìpw
 blèpete e�nai koinè
).(�þ) De�xte ìti RRT = RT R = I3.Upìdeixh: D�netai ìti sin 30o = cos 60o = 1/2 kai cos 30o = sin 60o =√
3/2. Den e�nai an�gkh na qrhsimopoi sete sqèsei
 trigwnometr�a
,arke� na antikatast sete ti
 parap�nw timè
 (an fusik� ti
 gnwr�zetempore�te na ti
 qrhsimopoi sete). Sthn par�grafo 5.4 tou bibl�ou sa
mpore�te na bre�te qr sime
 plhrofor�e
.LUSH'Eqoume ìti

R =









√

3

2
−1

2
0

1

2

√

3

2
0

0 0 1









RT =









√

3

2

1

2
0

−1

2

√

3

2
0

0 0 1







(aþ)
AR =









√

3

2
−1

2
0

1

2

√

3

2
0

0 0 1









·







1 0 0
0 2 0
0 0 3





 ·









√

3

2

1

2
0

−1

2

√

3

2
0

0 0 1









=









√

3

2
−1

2
0

1

2

√

3

2
0

0 0 1









·









√

3

2

1

2
0

−2 · 1

2
2 ·

√

3

2
0

0 0 3









=









5

4
−

√

3

4
0

−
√

3

4

7

4
0

0 0 3











(bþ)
detA = 1 · 2 · 3 = 6

detAR =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5

4
−

√

3

4
0

−
√

3

4

7

4
0

0 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3·
∣

∣

∣

∣

∣

5

4

√

3

4√

3

4

7

4

∣

∣

∣

∣

∣

= 3·(5
4
·7
4
−
√

3

4
·
√

3

4
) = 6(gþ)

RT · AR ·R =









√

3

2

1

2
0

−1

2

√

3

2
0

0 0 1









·









5

4
−

√

3

4
0

−
√

3

4

7

4
0

0 0 3









·









√

3

2
−1

2
0

1

2

√

3

2
0

0 0 1









=









√

3

2

1

2
0

−1

2

√

3

2
0

0 0 1









·







√

3

2
−1 0

1

2

√
3 0

0 0 3







=







1 0 0
0 2 0
0 0 3





Enallaktik�, qrhsimopoi¸nta
 to apotèlesma tou teleuta�ou upo-erwt mato
 th
 �skhsh
 aut 
 R · RT = RT · R = I3 pa�rnoume:
RT ·AR·R = RT ·(R·A·RT )·R = (RT ·R)·A·(RT ·R) = I3·A·I3 = A(dþ)

R · R =









√

3

2
−1

2
0

1

2

√

3

2
0

0 0 1









·









√

3

2
−1

2
0

1

2

√

3

2
0

0 0 1









=









1

2
−

√

3

2
0

√

3

2

1

2
0

0 0 1









=







cos 60o − sin 60o 0
sin 60o cos 60o 0

0 0 1





Paromo�w
 pa�rnoume
(RT )2 = (R2)T =







cos 60o sin 60o 0
− sin 60o cos 60o 0

0 0 1





 (1)



Tìte h dr�sh tou R dÔo forè
 e�nai
A → R · A ·RT → R · (R · A · RT ) · RT = (R)2 · A · (RT )2pou sÔmfwna me ton orismì pou d¸same sthn �skhsh �strèfei� tonp�naka A kat� 30o + 30o = 60o(eþ)

det(A−λ I3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − λ 0 0
0 2 − λ 0
0 0 3 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1−λ)(2−λ)(3−λ) = 0èqei lÔsei
 ti
 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3

det(AR − λ I3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5

4
− λ −

√

3

4
0

−
√

3

4

7

4
− λ 0

0 0 3 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (3 − λ) ·
∣

∣

∣

∣

∣

5

4
− λ −

√

3

4

−
√

3

4

7

4
− λ

∣

∣

∣

∣

∣

= (3 − λ) ·
[

(
5

4
− λ)(

7

4
− λ) − 3

16

]

=
(3 − λ)

16
· [(5 − 4 λ)(7 − 4 λ) − 3]Me apl  antikat�stash twn tim¸n λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3 sthnparap�nw èkfrash br�skoume ìti mhden�zoun thn parap�nw or�zou-sa.(�þ)

R · RT =









√

3

2
−1

2
0

1

2

√

3

2
0

0 0 1









·









√

3

2

1

2
0

−1

2

√

3

2
0

0 0 1









=







1 0 0
0 1 0
0 0 1







RT · R =









√

3

2

1

2
0

−1

2

√

3

2
0

0 0 1









·









√

3

2
−1

2
0

1

2

√

3

2
0

0 0 1









=







1 0 0
0 1 0
0 0 1









Jèma 10 (mon�de
 10)D�nontai oi p�nake
 A, R, AR sÔmfwna me thn prohgoÔmenh �skhsh.'Estw oi p�nake
 gramm /st lh:
y =







y1

y2

y3





 yT =
(

y1 y2 y3

)H dr�sh tou R p�nw sta y, yT ta peristrèfei d�nonta
 tou
 p�nake

yR = Ry yT

R
= yT RT(aþ) De�xte ìti yT

R
AR yR = yT Ay.(bþ) 'Estw oi p�nake


v1 =







1
0
0





 v2 =







0
1
0





 v3 =







0
0
1





 .De�xte ìti
Av1 = λ1v

1 Av2 = λ2v
2 Av3 = λ3v

3ìpou, ìpw
 sthn prohgoÔmenh �skhsh λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3.(gþ) De�xte ìti
AR v1

R
= λ1v

1

R
AR v2

R
= λ2v

2

R
AR v3

R
= λ3v

3

Rìpou v1

R
= Rv1, v2

R
= Rv2, v3

R
= Rv3, (Shm.: Ta dianÔsmata v1, v2,

v3 kai v1

R
, v2

R
, v3

R
lègontai ta idiodianÔsmata twn pin�kwn A kai ARant�stoiqa. Mìli
 apode�xate ìti ta idiodianÔsmata tou peristrammènoup�naka AR prokÔptoun apì thn peristrof  twn idiodianusm�twn touarqikoÔ p�naka A!)LUSH



(aþ)
yR = R · y =









√

3

2
−1

2
0

1

2

√

3

2
0

0 0 1









·







y1

y2

y3





 =









√

3

2
y1 − 1

2
y2

1

2
y1 +

√

3

2
y2

y3









yR
T = yT · RT =

(

y1 y2 y3

)

·









√

3

2

1

2
0

−1

2

√

3

2
0

0 0 1









=
( √

3

2
y1 − 1

2
y2

1

2
y1 +

√

3

2
y2 y3

)

yR
T ·AR · yR =

( √

3

2
y1 − 1

2
y2

1

2
y1 +

√

3

2
y2 y3

)

·









5

4
−

√

3

4
0

−
√

3

4

7

4
0

0 0 3









·









√

3

2
y1 − 1

2
y2

1

2
y1 +

√

3

2
y2

y3









=

( √

3

2
y1 − 1

2
y2

1

2
y1 +

√

3

2
y2 y3

)







√

3

2
y1 − y2

1

2
y1 +

√
3y2

3y3





 =

y2

1
+ 2y2

2
+ 3y2

3

yT · A · y =
(

y1 y2 y3

)

·







1 0 0
0 2 0
0 0 3





 ·







y1

y2

y3







=
(

y1 y2 y3

)

·







y1

2y2

3y3





 = y2

1
+ 2y2

2
+ 3y2

3(bþ)
A · v1 =







1 0 0
0 2 0
0 0 3





 ·







1
0
0





 =







1
0
0





 = 1 · v1

A · v2 =







1 0 0
0 2 0
0 0 3





 ·







0
1
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



 =




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0
2
0





 = 2 · v2



A · v3 =







1 0 0
0 2 0
0 0 3





 ·







0
0
1





 =







0
0
3





 = 3 · v3(gþ)
vR

1 = R · v1 =








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

vR
2 = R · v2 =








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
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0
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

vR
3 = R · v3 =








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
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

 =
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


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

AR · vR
1 =
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
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
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 = 1 · vR
1 = λ1 · vR

1

AR · vR
2 =
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 = 2 · vR
2 = λ2 · vR

2

AR · vR
3 =
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 = 3 · vR
3 = λ3 · vR
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