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Στατιστική Μηχανική 1.

Θεωρούµε ένα σύστηµα N σωµατιδίων που έχουν αµελητέα αλληλεπίδραση µεταξύ τους, το καθένα
από τα οποία µπορεί να ϐρίσκεται σε µία από τρεις καταστάσεις µε αντίστοιχες ενέργειες ε1 = −ε,
ε2 = 0 και ε3 = ε, όπου ε > 0. Το σύστηµα ϐρίσκεται σε ισορροπία στη ϑερµοκρασία T .

(α) Να ϐρείτε τη µέση ενέργεια 〈E(T )〉, τη ϑερµοχωρητικότηταCV (T ) και την εντροπία του συστήµατος
S(T ) των N σωµατιδιων.

(ϐ) Να ϐρείτε τις οριακές τιµές των 〈E(T )〉, CV (T ) και S(T ) όταν T = 0 K και όταν T →∞.

Στατιστική Μηχανική 2.

∆ίνονται δύο κλειστά συστήµατα, A1 και A2 αποτελούµενα από N ανεξάρτητα σωµατίδια το καθένα.
Το κάθε σωµατίδιο στο A1 µπορεί να καταλάβει, µία από τις δύο µη εκφυλισµένες κβαντικές στάθµες
(−ε, +ε) και κάθε σωµατίδιο στο A2 µπορεί να καταλάβει, µία από τις δύο µη εκφυλισµένες κβαντικές
στάθµες (0,+2ε). Το σύστηµα A1 έχει αρχικά ενέργεια E1α = 0, 5Nε, ενώ το σύστηµα A2 έχει αρχικά
ενέργεια E2α = 0, 3Nε.

(α) Να ϐρείτε τις αρχικές ϑερµοκρασίες T1α και T2α των συστηµάτων A1 και A2 για τις δεδοµένες
αρχικές ενέργειες E1α, E2α.

(ϐ) Στη συνέχεια ϕέρνουµε τα δύο συστήµατα A1 και A2 σε ϑερµική επαφή. Να ϐρείτε την τελική
ϑερµοκρασία, Tf του συστήµατος A12 όταν επέλθει η ϑερµοδυναµική ισορροπία. Να συγκρίνετε
την τελική ϑερµοκρασία Tf µε την αρχική ϑερµοκρασία T2α και να σχολιάσετε το αποτέλεσµα που
προκύπτει.

Υπόδειξη : Για ένα σύστηµα, Aj, N µη αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων που µπορούν να καταλάβουν
µία από τις δύο κβαντικές στάθµες ε1 και ε2 (ε2 > ε1), η σχέση ϑερµοκρασίας (Tj) - ενέργειας (Ej)
δίνεται από τη σχέση

kTj = (ε2 − ε1)/ln
[
Nε2 − Ej
−Nε1 + Ej

]

Κβαντοµηχανική 1.

Ηλεκτρόνιο µάζας m κινείται µέσα σε τρισδιάστατο χώρο όπου συνυπάρχει δυναµικό αρµονικού
ταλαντωτή V (x, y, z) = 1

2
mω2z2 και οµογενές µαγνητικό πεδίο B = Bẑ. Το πεδίο B υπεισέρχεται
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στην εξίσωση Schrödinger µέσω της αντικατάστασης p→ p− e
c
A, όπου p ο τελεστής της ορµής στις

3 διαστάσεις, e το ϕορτίο του ηλεκτρονίου, c η ταχύτητα του ϕωτός και A το διανυσµατικό δυναµικό.
∆ίνεται ότι το µαγνητικό πεδίο B = Bẑ περιγράφεται από το A = −yBx̂.

(α) ∆είξτε ότι αν H είναι ο τελεστής της χαµιλτονιανής του ηλεκτρονίου, τότε ισχύει [px, H] = 0, όπου
px είναι η x-συνιστώσα του τελεστή της ορµής. ∆είξτε ακόµη ότι µία ιδιοσυνάρτηση της χαµιλτονιανής
µπορεί να γραφτεί στη µορφή ψ(x, y, z) = eikxxf(y)g(z), όπου kx πραγµατικός αριθµός.

(ϐ) Βρείτε τις ιδιοενέργειες του ηλεκτρονίου (δηλαδή δώστε µία σχέση που να δίνει σε κλειστή µορφή
τις διακριτές ενεργειακές στάθµες του προβλήµατος). Υπάρχει εκφυλισµός στη ϐασική κατάσταση ;
Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

Κβαντοµηχανική 2.

Το δευτέριο είναι µια δέσµια κατάσταση πρωτονίου και νετρονίου, που ϑεωρούνται ότι έχουν ίσες µάζες
M. Υποτίθεται ότι το σύστηµα µπορεί να περιγραφεί µέσω ενός τετραγωνικού πηγαδιού µε δυναµικό
V (r) = −V0 < 0, που εκτείνεται από r = 0 µέχρι r = R και ότι η αντίστοιχη κυµατοσυνάρτηση είναι
σφαιρικά συµµετρική. Το δυναµικό µηδενίζεται για r > R. Η Ϲεύξη ϑεωρείται χαλαρή, δηλαδή η
ενέργεια σύνδεσης EB είναι πολύ µικρότερη από το ϐάθος του πηγαδιού: EB << V0 (ϑεωρούµε ότι
EB είναι η απόλυτη τιµή της ενέργεια σύνδεσης).
(1) ∆είξτε ότι, σε καλή προσέγγιση, το kR ισούται περίπου µε π/2. ∆είξτε ότι

V0R
2 =

(π
2

)2
(
h̄2

M

)
(2) Γράψτε την κυµατοσυνάρτηση ψ(r) για τις περιοχές [0, R] και [R,+∞). ∆είξτε ότι η αναµενόµενη
τιµή της δυναµικής ενέργειας του δευτερίου σ΄ αυτήν την κβαντική κατάσταση ισούται µε

〈V 〉 = −4πV0N
2

[
R

2
− sin(2kR)

4k

]
όπου το N είναι µιά σταθερά κανονικοποίησης.

Υπόδείξη: Για σφαιρικά συµµετρικές καταστάσεις η εξίσωση Schrödinger είναι η

1

r2
d

dr

(
r2

dψ

dr

)
+

2µ

h̄2
(E − V (r))ψ = 0,

όπου µ είναι η ανηγµένη µάζα. ΄Ισως ϕανεί χρήσιµη η αντικατάσταση: ψ(r) = u(r)/r.

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Να απαντήσετε σε τρία ϑέµατα.

Καλή επιτυχία.
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ΗΜ 1.

∆ύο µεταλλικά αντικείµενα (υλικό πολύ µεγάλης αγωγιµότητας) πεπερασµένων διαστάσεων απέ-
χουν πεπερασµένη απόσταση και ϐρίσκονται µέσα σε αγώγιµο υλικό µε πεπερασµένη αγωγιµότητα
σ∗. Ανάµεσα στα δύο αντικείµενα επιβάλλεται, µε τη ϐοήθεια τροφοδοτικού τάσης, µία διαφορά
δυναµικού ∆V , η οποία έχει ως αποτέλεσµα την ϱοή ϱεύµατος από το ένα αντικείµενο στο άλλο,
αποκλειστικά.

(α) ∆είξτε ότι, στη µόνιµη κατάσταση, τα δύο αντικείµενα είναι ϕορτισµένα µε ίσα και αντίθετα
ϕορτία, (έστω, ±Q), και εποµένως χαρακτηρίζονται από µία χωρητικότητα C. Εξηγήστε αν τα
ϕορτία αυτά είναι κατανεµηµένα µε τη µορφή ϕορτίων χώρου ή επιφανειακών ϕορτίων.

(ϐ) ∆είξτε ότι, µετά την αποκατάσταση µόνιµης κατάστασης (όταν κανένα µέγεθος δεν µεταβάλλεται
µε το χρόνο), η πυκνότητα ϕορτίων, στον µεταξύ των δύο αντικειµένων χώρο, είναι ρ = 0.

(γ) ∆είξτε ότι η αντίσταση R και η χωρητικότητα C του συστήµατος συνδέονται µε τη σχέση RC =
ε0/σ

∗.

(δ) ∆είξτε ότι κατά τις µεταβατικές καταστάσεις, (αµέσως µετά την εφαρµογή τάσης, ή, αµέσως µετά
την διακοπή της τάσης), όλα τα ηλεκτρικά µεγέθη µεταβάλλονται µε εκθετικό τρόπο µε το χρόνο,
και υπολογίστε την σταθερά χρόνου αυτής της µεταβολής.

ΗΜ 2.

Το ηλεκτρικό πεδίο ενός στάσιµου ηλεκτροµαγνητικού κύµατος έχει συνιστώσες

Ex(z, t) = A cos(ωt) cos(kz), Ey(z, t) = Ez(z, t) = 0

(α) Βρείτε το χρονικά µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο (µε µηδενική µέση χρονική τιµή) που αντι-
στοιχεί σε αυτό το ηλεκτρικό πεδίο. Σχεδιάστε το προκύπτον ηλεκτροµαγνητικό κύµα στο χώρο.

(ϐ) Υπολογίστε για το στάσιµο αυτό κύµα την ολική στιγµιαία ενέργεια, W (t), ανάµεσα σε ένα
δεσµό και τη γειτονική κοιλία του ηλεκτρικού πεδίου.
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Μηχανική 1.

(α) Αν L = L(q1, q2, ..., qn, t) είναι η λαγκρανζιανή κάποιου συστήµατος,δείξτε µε απευθείας αντι-
κατάσταση ότι η λαγκρανζιανή

L′ = L+
dF (q1, q2, ..., qn, t)

dt

οδηγεί στις ίδιες (διαφορικές) εξισώσεις κίνησης για τα q1, q2, ..., qn.

(ϐ) Υποθέστε ότι είναι γνωστό πειραµατικά ότι σωµάτιο που αφέθηκε ελεύθερο να πέσει µέσα
σε πεδίο ϐαρύτητας έντασης g, διήνυσε µια δεδοµένη κατακόρυφη απόσταση y0 σε χρόνο t0 =√

2y0/g. ∆εν είναι όµως γνωστός ο χρόνος πτώσης για άλλες αποστάσεις y 6= y0, δεν ξέροµε αν
ισχύει ο ίδιος τύπος. Βρείτε τη λαγκρανζιανή για το πρόβληµα υποθέτοντας ότι ο άξονας y είναι
ϑετικός προς τα κάτω, η κίνηση να ληφθεί ως µονοδιάστατη εξαρχής. Υποθέστε ότι είναι γνωστό
ότι υπάρχει η εξής εξάρτηση y = at + bt2. Αν οι σταθερές a, b ληφθούν έτσι που για πτώση y0 ο
σωστός χρόνος πτώσης είναι ο ανωτέρω t0, δείξτε µε απευθείας υπολογισµό, ότι το ολοκλήρωµα

ˆ t0

0

Ldt

έχει µέγιστη τιµή αν οι παράµετροι έχουν τιµές a = 0, b = g/2. Προσοχή να µην ακολουθήσετε τη
διαδικασία της εξίσωσης Λαγκράνζ.

Μηχανική 2.

(α) ∆είξτε ότι η πραγµατική διαδροµή µεταξύ δυο σηµείων που διανύει σωµάτιο που κινείται στο
επίπεδο, εκτός πεδίου δυνάµεων, είναι η ευθεία που ενώνει τα δυο σηµεία. Να λύσετε το πρόβληµα
ϐρίσκοντας την λαγκρανζιανή του προβλήµατος που το ολοκλήρωµά της κατά µήκος οποιασδήποτε
διαδροµής µεταξύ δυο σηµείων δίνει το µήκος της διαδροµής. Στη συνέχεια απαιτήστε η πραγµα-
τική διαδροµή να έχει ελάχιστο µήκος οπότε ϑα καταλήξετε στην (διαφορική) εξίσωση που ϑα σας
οδηγήσει στη λύση του προβλήµατος.

(ϐ) Αν σε ένα σύστηµα υπάρχουν κρουστικές (γενικευµένες) δυνάµεις, δηλαδή δυνάµεις που α-
σκούνται επί πολύ µικρό χρονικό διάστηµα αλλά είναι τόσο µεγάλες ώστε το ολοκλήρωµα

Sj =

ˆ tf

ti

Qjdt, (∆t = tf − ti → 0)

που είναι η (γενικευµένη) ώθηση να είναι πεπερασµένο, τότε να δείξετε ότι οι εξισώσεις Λαγκράνζ
γίνονται (

∂L

∂q̇j

)
f

−
(
∂L

∂q̇j

)
i

= Sj

Οι δείκτες i, f δηλώνουν την κατάσταση πολύ λίγο πριν και πολύ λίγο µετά την κρούση. Η Sj είναι
η ώθηση της γενικευµένης συνιστώσας δύναµης που αντιστοιχεί στην qj

d

dx

(
∂L

∂ẏj

)
− ∂L

∂yj
= 0, ẏj =

dy

dx
, L = L(y, ẏ, x)

2



Στερεά Κατάσταση 1.

Το δυναµικό που αντιλαµβάνονται τα ηλεκτρόνια σθένους σε έ-
να µονοδιάστατο κρύσταλλο σταθεράς πλέγµατος α µπορεί να
προσεγγιστεί από µία αλληλουχία ϕραγµάτων δυναµικού, όπως
ϕαίνεται στο διπλανό σχήµα. Θεωρήστε ότι για επίπεδο κύ-
µα ενέργειας E(E > V0) που προσπίπτει (είτε από δεξιά, είτε
από αριστερά) υπάρχει συντελεστής ανακλαστικότητας (διέλευ-
σης) r(t).

(α) ∆είξτε ότι αν k είναι το κυµατάνυσµα που εισάγει το ϑεώρηµα Bloch και E = ~2K2/2me (όπου
me είναι η µάζα του ηλεκτρονίου) τότε ισχύει η σχέση

cos(kα) =
t2 − r2

2t
eiKα +

1

2t
e−iKα (1)

(ϐ) Ισχύει ότι αν t = |t|eiδ τότε |t|2 + |r|2 = 1 και r = ±i|r|eiδ. Αποδείξτε ότι έτσι η σχέση διασποράς
(1) παίρνει τη µορφή

cos(kα) =
cos (Kα + δ)

|t|
(2)

Επιχειρηµατολογήστε ότι η σχέση (2) έχει ως άµεση συνέπεια την ύπαρξη ενεργειακών χασµάτων.
Στην περίπτωση E � V0 είναι δ ≈ 0 και |t| ≈ 1. ∆είξτε ότι τότε τα ενεργειακά χάσµατα εµφανίζονται
κοντά στα επίπεδα Bragg του µονοδιάστατου κρυστάλλου.

Στερεά Κατάσταση 2.

(α) Πώς προκύπτουν υπολογιστικά η πυκνότητα µάζας και πώς η διηλεκτρική σταθερά ενός σύνθε-
του υλικού από τις αντίστοιχες ιδιότητες των δύο συνιστωσών· Γιατί αυτή η διαφορετική συµπεριφο-
ϱά ; Τί άλλες πληροφορίες απαιτούνται για τον υπολογισµό σε κάθε µια από τις δύο περιπτώσεις ;

(ϐ) Τί είναι τα συµπολυµερή κατά συστάδες ή αδροµερή συµπολυµερή (block copolymers); Εξη-
γείστε την έννοια της αυτο-οργάνωσης µε ϐάση αυτά τα υλικά.

(γ) Τι εννοούµε µε τον όρο διαφυγή (percolation); Θεωρήστε ότι αναµειγνύουµε ηλεκτρικά αγώ-
γιµες και ηλεκτρικά µονωτικές ισοµεγέθεις σφαίρες. Πώς αλλάζει τότε η ηλεκτρική αγωγιµότητα
µε το κλάσµα των αγώγιµων σφαιρών ; ∆ώστε ένα διάγραµµα και µε ϐάση αυτό ορίστε το κατώφλι
αγωγιµότητας. Πώς εξαρτάται το κατώφλι διαφυγής από την διαστατικότητα του προβλήµατος ;
Γιατί ; Εξηγήστε.

Λέηζερ & Οπτοηλεκτρονική 1.

(α) Σε µία πειραµατική διάταξη χρησιµοποιούµε ένα ϕίλτρο συµβολής µε Ϲώνη διέλευσης 10 nm στα
500 nm για να πετύχουµε ¨µονοχρωµατικό ϕως¨ από πηγή λευκού ϕωτός. Υπολογίστε το χρόνο και
το µήκος συµφωνίας του ¨µονοχρωµατικού αυτού ϕωτός¨ και συγκρίνετε τα αποτελέσµατα σας µε
το χρόνο και το µήκος συµφωνίας της ακτινοβολίας του laser Nd:YAG, το εύρος Ϲώνης της οποίας
είναι ∆ν = 10 kHz. [40 µονάδες]

(ϐ) ΄Ενα υψηλής ισχύος laser CO2 έχει συντελεστή ενίσχυσης (απολαβής, κέρδους) ασθενούς σή-
µατος g0(ν0) = 0, 005 cm−1 στο κέντρο της ϕασµατικής γραµµής. Το ενεργό υλικό γεµίζει όλη την
οπτική κοιλότητα µεταξύ των δύο κατόπτρων που απέχουν L = 50 cm. Επίσης υπάρχει εσωτερική
απώλεια για µια πλήρη διαδροµή της ακτινοβολίας στο υλικό S = 2aL = 2%.
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(i) Υπολογίστε τη διαπερατότητα του κατόπτρου εξόδου για την οποία έχουµε µέγιστη ισχύ
εξόδου από το laser.

(ii) Η ένταση κορεσµού του laser αυτού εκτιµάται ότι είναι περίπου Iκoρ = 100 kW/cm2. Ποιά
είναι η ένταση εξόδου εάν η οπτική κοιλότητα έχει σχεδιαστεί έτσι ώστε να δίνει µέγιστη έξοδο ; [60
µονάδες]

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Να απαντήσετε σε τρία ϑέµατα

Καλή επιτυχία.
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