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Στατιστική Μηχανική 1.

΄Ενα σύστηµα αποτελείται από τρία σωµατίδια. Κάθε σωµατίδιο,
που έχει σπιν S = 1/2, είναι συζευγµένο µε αλληπεπιδράσεις
πρώτων γειτόνων, όπως δείχνει το σχήµα. Το κάθε σωµατίδιο έχει
µαγνητική ϱοπή στην ίδια κατεύθυνση µε το σπιν, �i = 2�S(i).
Το σύστηµα τοποθετείται σε εξωτερικό µαγνητικό πεδίο B στην
κατεύθυνση z και ϐρίσκεται σε ϑερµική ισορροπία σε ϑερµοκρασί-
α T . Η χαµιλτονιανή του συστήµατος δίνεται προσεγγιστικά από
το µοντέλο Ising:
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H = J [Sz(1)Sz(2) + Sz(2)Sz(3) + Sz(3)Sz(1)]− 2�B [Sz(1) + Sz(2) + Sz(3)]

(α) Να ϐρείτε όλες τις µικροκαταστάσεις του συστήµατος και την ενέργεια της κάθε µίας από αυτές.
(ϐ) Να περιγράψετε τη ϐασική κατάσταση του συστήµατος για τις περιπτώσεις �B = J/4 και �B = J
και να αιτιολογήσετε τις απαντήσεις σας.
(γ) Θεωρήστε ότι �B = J/4.
(i) Να ϐρείτε τη συνάρτηση επιµερισµού του συστήµατος, καθώς και τη µέση ενέργειά του.
(ii) Θεωρούµε ένα στατιστικό σύνολο από 1296 τέτοια συστήµατα. Να ϐρείτε το πλήθος των συστη-
µάτων που καταλαµβάνουν κάθε µία από τις µικροκαταστάσεις όταν T = 0 K και όταν T =
J/(2kB ln 2).

Στατιστική Μηχανική 2.

Θεωρήστε ένα σύστηµα που αποτελείται από δύο σωµατίδια Κάθε ένα από τα σωµατίδια µπορεί να
ϐρίσκεται σε µία από τρεις κβαντικές καταστάσεις µε αντίστοιχες ενέργειες

�1 = −�, �2 = 0, �3 = �, (� > 0)

Το σύστηµα ϐρίσκεται σε επαφή µε δεξαµενή ϑερµότητας σε ϑερµοκρασία T .

(α) Τα (διαχωρίσιµα) σωµατίδια ακολουθούν τη στατιστική Maxwell - Boltzmann. Να ϐρείτε :
(i) τη συνάρτηση επιµερισµού,
(ii) την πιθανότητα κατάληψης της κάθε κατάστασης του συστήµατος.
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(iii) Να υπολογίσετε τη µέση ενέργεια του συστήµατος, καθώς και τις οριακές τιµές της για T → 0 K
και T →∞. Να περιγράψετε το σύστηµα σε κάθε µία από τις δύο οριακές περιπτώσεις.

(ϐ) Τα (πανοµοιότυπα) σωµατίδια ακολουθούν τη στατιστική Bose - Einstein. Να ϐρείτε :
(i) τη συνάρτηση επιµερισµού,
(ii) την πιθανότητα κατάληψης της κάθε κατάστασης του συστήµατος.
(iii) Να υπολογίσετε τη µέση ενέργεια του συστήµατος, καθώς και τις οριακές τιµές της για T → 0 K
και T →∞. Να περιγράψετε το σύστηµα σε κάθε µία από τις δύο οριακές περιπτώσεις.

(γ) Να σχολιάσετε τη διαφορά µεταξύ των περιπτώσεων (α) και (ϐ).

Κβαντοµηχανική 1.

Θεωρήστε δύο ταυτοτικά ϕερµιόνια (σπιν 1/2) τα οποία δεν αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. Κινούνται
σε δυναµικό που είναι µηδέν, αν τα x1 και x2 ϐρίσκονται στο διάστηµα (−L,+L), ενώ έξω απ΄ αυτό το
διάστηµα είναι άπειρο. Βρείτε την (χωρική) κυµατοσυνάρτηση της ϑεµελιώδους κατάστασης των δύο
σωµατιδίων και την αντίστοιχη ενέργεια :
(i) Για την singlet του σπιν.
(ii) Για την τριπλέτα του σπιν.

Υποθέτουµε τώρα ότι δρα επί πλέον µια αλληλεπίδραση της µορφής v = v0H�(x1 − x2). Το v0 έχει
µονάδες ενέργειας, ενώ το H έχει µονάδες µήκους. Υπολογίστε τη διόρθωση πρώτης τάξης :
(i) Για τη singlet του σπιν.
(ii) Για την τριπλέτα του σπιν.

Υπόδειξη: ∆εν είναι απαραίτητο να υπολογίσετε τα τελικά ολοκληρώµατα.

Κβαντοµηχανική 2.

Θεωρήστε αρµονικό ταλαντωτή µε συχνότητα !. Οι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή καταστροφής λέγονται
σύµφωνες καταστάσεις αν a∣� >= �∣� >, όπου το � είναι γενικά µιγαδικός αριθµός.
(α) ∆είξτε ότι η κατάσταση ∣� >= exp(�a†)∣0 > είναι πράγµατι σύµφωνη κατάσταση (µην ασχοληθείτε
µε την κανονικοποίηση).
(ϐ) Προσδιορίστε την κυµατοσυνάρτηση  (x) ≡< x∣� > στο χώρο των ϑέσεων για τη σύµφωνη κατά-
σταση. (Βρείτε πρώτα µια διαφορική εξίσωση για την  (x)).
(γ) Υπολογίστε τις αναµενόµενες τιµές της ϑέσης και της ορµής για τη σύµφωνη κατάσταση:

< x >=
< �∣x̂∣� >
< �∣� >

, < p >=
< �∣p̂∣� >
< �∣� >

.

(δ) ΄Εστω ότι η κυµατοσυνάρτηση που περιγράφει κάποιο σύστηµα για t = 0 είναι η ∣�0 > . Να δείξετε
ότι η κυµατοσυνάρτηση ϑα εξελιχθεί µε το χρόνο στην επίσης σύµφωνη κατάσταση ∣�(t) > . Να ϐρεθεί
η σχέση του �(t) µε το �0.

Υπενθύµιση:

â =

√
m!

2ℎ̄

(
x̂+

ip̂

m!

)
, â† =

√
m!

2ℎ̄

(
x̂− ip̂

m!

)

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Να απαντήσετε σε τρία ϑέµατα.
Καλή επιτυχία.
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ΗΜ 1.

(α) Υπολογίστε το συνολικό δέσµιο ϕορτίο σε ένα ανοµοιογενές πολωµένο διηλεκτρικό υλικό τυχαίου
σχήµατος και δείξτε ότι είναι ανεξάρτητο του όγκου V , του σχήµατος, της συνοριακής επιφάνειας S
του διηλεκτρικού, και της συνάρτησης πόλωσης P = P(r).

(ϐ) Υπολογίστε την πυκνότητα δέσµιων ϕορτίων χώρου και την επιφανειακή πυκνότητα δέσµιων ϕορτί-
ων, για την περίπτωση οµοιόµορφα πολωµένου, (P(r) = Po = σταθερά), διηλεκτρικού υλικού,

(ϐ1) κυβικού σχήµατος, και
(ϐ2) σφαιρικού σχήµατος, και επιβεβαιώστε το αποτέλεσµα του ερωτήµατος (α).

ΗΜ 2.

(α) Θεωρήστε ένα ισότροπο αλλά ανοµοιογενές αγώγιµο µέσο, µε αγωγιµότητα ϐαθµωτή συνάρτηση
ϑέσης (�∗ = �∗(r)). Χρησιµοποιήστε την τοπική έκφραση του νόµου του Ohm για τα αγώγιµα µέσα,
(J = �∗E), σε συνδυασµό µε τη διατήρηση του ϕορτίου (εξίσωση συνέχειας), και δείξτε, στη στάσιµη
κατάσταση (όλα τα µεγέθη σταθερά µε το χρόνο), τη διαφορική εξίσωση που ικανοποιεί το ηλεκτρικό
πεδίο στο εσωτερικό του αγώγιµου µέσου.

(ϐ) Στην περίπτωση που το αγώγιµο µέσο είναι ανοµοιογενές (µε �∗ = �∗(r): γνωστό), δείξτε ότι κατά
τη µόνιµη κατάσταση (όλα τα µεγέθη ανεξάρτητα του χρόνου), µέσα στο αγώγιµο µέσο παρατηρείται
µη µηδενική πυκνότητα ϕορτίου που είναι συνάρτηση της ϑέσης, � = �(r), και υπολογίστε την, ως
συνάρτηση των �o, E(r), �∗(r).

(γ) Στην περίπτωση οµοιογενούς αγώγιµου µέσου (�∗ = �∗(r) = σταθ.), δείξτε ότι, στη µόνιµη
κατάσταση τα ϱεύµατα είναι τέτοια ώστε να υπάρχει µηδενική πυκνότητα ϕορτίου παντού.

(δ) Θεωρήστε δυο ευθύγραµµους οµοιογενείς αγωγούς µεγάλου µήκους και σταθερής διατοµής (εµ-
ϐαδού S), που ενώνονται στη ϑέση x = 0. Αν η αγωγιµότητα κάθε αγωγού είναι �∗(x < 0) = �∗

1 και
�∗(x > 0) = �∗

2, αντίστοιχα, και διαρρέονται από σταθερό ϱεύµα (ως προς το χρόνο) µε οµοιόµορφη
πυκνότητα J = Jox̂, να δείξετε ότι στη ϑέση x = 0 υπάρχει ασυνέχεια του ηλεκτρικού πεδίου και
(εποµένως) συσσώρευση επιφανειακού ϕορτίου, και να υπολογίσετε το ϕορτίο αυτό.

Μηχανική 1.
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Σωµατίδιο µάζας m εξαναγκάζεται να κινείται χωρίς τριβή πάνω σε κυλινδρική επιφάνεια απείρου
ύψους και ακτίνας R. Το σωµατίδιο υπόκειται σε ελκτική δύναµη της µορφής F = −mΩr (Ω > 0
γνωστή σταθερά), όπου το ελκτικό κέντρο Ο (αρχή των αξόνων x, y, z), ϐρίσκεται στον άξονα του
κυλίνδρου z. Αγνοήστε τη ϐαρύτητα.
Γράψτε τη λαγκρατζιανή που περιγράφει την κίνηση της µάζας m. Κάνετε χρήση των κυλινδρικών
συντεταγµένων (�, �, z) και µελετήστε την κίνηση (δηλαδή προσδιορίστε τα �(t), z(t)) υποθέτοντας
κατάλληλες αρχικές συνθήκες, όπως �(0) = �o, z(0) = 0, �̇(0) = !, ż(0) = vo, (�o, vo γνωστά).
Περιγράψτε εποπτικά τη χρονική εξέλιξη των ϐαθµών ελευθερίας του συστήµατος � και z.

∆ίνεται η έκφραση για την ταχύτητα v = ṙ = �̇�̂ + ��̇�̂ + żẑ σε κυλινδρικές συντεταγµένες.

Μηχανική 2.

Υποθέστε ότι όλα όσα ακολουθούν συµβαίνουν στο επίπεδο. Θεωρήστε ότι ένα σύστηµα αναφοράς
στρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα Ω > 0 ως προς αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Αν ασκείται
γνωστή κεντρική δύναµη F = f(r)r̂ πάνω σε υλικό σηµείο µάζαςm, ϐρείτε τις εξισώσεις του Lagrange
για το υλικό σηµείο µε συντεταγµένες ως προς το στρεφόµενο σύστηµα. Τη στιγµή t = 0 οι άξονες
των δυο συστηµάτων συµπίπτουν.

Στερεά Κατάσταση 1.

Στα νανοσύνθετα υλικά η παρουσία των διεπιφανειών µήτρας-εγλείσµατος είναι σηµαντική για τις
ιδιότητες του υλικού.
(α) Θεωρήστε ένα νανοσύνθετο µε σφαιρικά εγκλείσµατα. Με λογικές παραδοχές (π.χ. για το κλάσµα
του εγκλείσµατος − 5% κ.β. και το µέγεθος των νανοσωµατιδίων − 10 nm διάµετρος) εκτιµήστε τη
συνολική διεπιφάνεια (m2/g) και τη µέση απόσταση των σωµατιδίων.
(ϐ) Αναφέρετε 1-2 µεθόδους τροποποίησης της ισχύος αλληλεπίδρασης µήτρας-εγκλείσµατος (πρόσ-
ϕυσης) και έτσι των ιδιοτήτων του υλικού.
(γ) Αν τα σωµατίδια είναι αγώγιµα (π.χ. µεταλλικά), πώς εξαρτάται η αγωγιµότητα του σύνθετου
υλικού από το κλάσµα εγκλείσµατος ; Τι αλλάζει στην εξάρτηση αυτή αν τα σωµατίδια είναι ινώδη
(π.χ. νανοσωλήνες άνθρακα);

∆ικαιολογείστε όλες σας τις απαντήσεις.

Στερεά Κατάσταση 2.

Υλικό αποτελείται από ταυτόσηµα άτοµα πυκνότηταςN , που δύνανται να προσεγγιστούν κλασικά από
έναν πυρήνα και ένα ηλεκτρόνιο ϕορτίου q και µάζας m, που συνδέεται µε τον πυρήνα µε ελατήριο
σταθεράς k. Οι απώλειες µπορούν να προσεγγιστούν από µια δύναµη τριβής ανάλογη της ταχύτητας
του ηλεκτρονίου. Ηλεκτροµαγνητικό κύµα συχνότητας ! διαδίδεται στο µέσο αυτό.
(α) Υπολογίστε το δείκτη διάθλασης n(!).
(ϐ) Υπολογίστε την εξασθένηση του ϕωτός στην περίπτωση της µέγιστης απορρόφησης του υλικού.
(γ) Υπολογίστε την οµαδική ταχύτητα και διερευνήστε αν µπορεί να ξεπεράσει την ταχύτητα του ϕωτός.
Σχολιάστε το αποτέλεσµα.

Λέηζερ & Οπτοηλεκτρονική 1.

(α) Για ένα ενεργό υλικό LASER, σε ϑερµική ισορροπία, υπολογίστε τη ϑερµοκρασία στην οποία
εξισώνονται οι ϱυθµοί αυθόρµητης και εξαναγκασµένης εκποµπής, για εκποµπή ακτινοβολίας στα
0, 45 �m.
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(ϐ) Υπολογίστε τις ανακλαστικότητες των κατόπτρων που απαιτούνται για να διατηρηθούν οι ταλαντώ-
σεις σε ένα LASER, το οποίο έχει µήκος 0, 1 m, ϑεωρώντας ότι ο συντελεστής απολαβής (ενίσχυσης)
ασθενούς σήµατος είναι 1 m−1. Τα κάτοπτρα έχουν τις ίδιες ανακλαστικότητες και δεν υπάρχουν
άλλες απώλειες στην κοιλότητα του LASER εκτός από αυτές που προκαλούν τα κάτοπτρα.

Ενδεχόµενα χρήσιµες σχέσεις ή σταθερές :
Σταθερά Planck ℎ = 6, 63 × 10−34 J ⋅ s, ταχύτητα του ϕωτός στο κενό c = 3, 00 × 108 m/s, σταθερά
Boltzmann k = 1, 38 × 10−23 J/oK

A10 = 8�
ℎ

c3
�310B10, �� =

8��3ℎ

c3 [eℎ�/kT − 1]

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Να απαντήσετε σε τρία ϑέµατα

Καλή επιτυχία.
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