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Στατιστική Μηχανική 1.

΄Οταν ένα σωµατίδιο µε σπιν 1/2 τοποθετείται σε µαγνητικό πεδίο B, η ενεργειακή του στάθµη διαχω-
ϱίζεται σε −µB και +µB µε αντίστοιχες τιµές της µαγνητικής ϱοπής +µ (µαγνητική ϱοπή παράλληλη
στο B) και −µ (µαγνητική ϱοπή αντιπαράλληλη στο B). Θεωρήστε ένα σύστηµα που αποτελείται από
N τέτοια σωµατίδια, µε αµελητέες αλληλεπιδράσεις, σε µαγνητικό πεδίο B. Το σύστηµα ϐρίσκεται
σε ισορροπία σε ϑερµοκρασία T .
(α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση επιµερισµού είναι αρκετή για τον υπολογισµό της µέσης τιµής της
µαγνήτισης.
(ϐ) Να ϐρείτε τη µέση µαγνήτιση 〈M〉 του συστήµατος των N σωµατιδίων.
(γ) Να ϐρείτε τη διακύµανση της µαγνήτισης 〈(M − 〈M〉)2〉.

Στατιστική Μηχανική 2.

(I) Θεωρήστε ένα σύστηµα που αποτελείται από δύο πανοµοιότυπα σωµατίδια παγιδευµένα. Κάθε ένα
από τα σωµατίδια στην παγίδα µπορεί να ϐρίσκεται σε µία από τις τέσσερις κβαντικές καταστάσεις
µε αντίστοιχες ενέργειες ε1 = 0, ε2 = ε, ε3 = 2ε, ε4 = 2ε και (ε > 0). (΄Εχουµε, δηλαδή, τρεις
ενεργειακές στάθµες. Η Τρίτη ενεργειακή στάθµη είναι διπλά εκφυλισµένη.) Το σύστηµα ϐρίσκεται
σε επαφή µε δεξαµενή ϑερµότητας σε ϑερµοκρασία T .
Για κάθε µία από τις παρακάτω περιπτώσεις (i), (ii) και (iii):
(α) να απαριθµήσετε τις καταστάσεις του συστήµατος, (ϐ) να ϐρείτε τη συνάρτηση επιµερισµού του
συστήµατος, (γ) τη µέση ενέργεια του συστήµατος, καθώς και τις οριακές τιµές της για T → 0 K και
T →∞
(i) Τα σωµατίδια ακολουθούν στατιστική Fermi - Dirac
(ii) Τα σωµατίδια ακολουθούν στατιστική Bose - Einstein
(iii) Τα σωµατίδια είναι διακριτά
(II) Θεωρούµε ότι η παγίδα του προηγούµενου ερωτήµατος είναι σε επαφή και µε µια δεξαµενή
σωµατιδίων χηµικού δυναµικού µ. Μπορεί να παγιδεύσει το πολύ µέχρι 2 σωµατίδια. Να ϐρείτε τις
αντίστοιχες συναρτήσεις επιµερισµού στην περίπτωση των ερωτηµάτων (i), (ii), (iii).
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Κβαντοµηχανική 1.

Η κατάσταση ενός σωµατιδίου µε σπιν S = 1/2 περιγράφεται εν γένει από ένα διάνυσµα X =

(
a
b

)
.

(α) Βρείτε τις πιθανότητες P+ και P− για την κατάσταση X να µετρηθούν οι τιµές Sz = 1/2 και
Sz = −1/2, αντίστοιχα. Αν πολλές µετρήσεις του Sz δίνουν µέση τιµή 〈Sz〉, ποιες είναι οι πιθανότητες
P+ και P− συναρτήσει του 〈Sz〉.
(ϐ) ∆είξτε ότι η γνώση του µέσου διανύσµατος 〈S〉 = (〈Sx〉 , 〈Sy〉 , 〈Sz〉) αρκεί για τον πλήρη προσδιο-
ϱισµό του διανύσµατος X. ∆ίνεται ότι

Sx =
h̄

2

(
0 1
1 0

)
, Sy =

h̄

2

(
0 −i
i 0

)

Κβαντοµηχανική 2.

Η κατάσταση ενός ελεύθερου σωµατιδίου µάζαςM που κινείται πάνω σε επιφάνεια σφαίρας ακτίνας a
περιγράφεται σε µια ορισµένη χρονική στιγµή t = 0 από την κυµατοσυνάρτηση Ψ(θ, φ) = N(1+cos θ)
(σε σφαιρικές συντεταγµένες).
(α) Ποια είναι η πιθανότητα να ϐρούµε το σωµατίδιο στο ¨βόρειο¨ ηµισφαίριο ;
(ϐ) Ποιες είναι οι δυνατές τιµές της ενέργειας του σωµατιδίου για t = 0 και ποια η πιθανότητα
εµφάνισης της καθεµιάς ;
(γ) Ποια ϑα είναι η µορφή της κυµατοσυνάρτησης µετά από χρόνο t;

Χρήσιµες Σχέσεις:

Y 0
0 =

1√
4π
, Y ±1

1 = ∓
√

3

8π
sin θe±iφ, Y 0

1 =

√
3

4π
cos θ

Y ±2
2 =

√
15

32π
sin2 θe±2iφ, Y ±1

2 = ∓
√

15

8π
sin θ cos θe±iφ, Y 0

2 =

√
5

16π

(
3 cos2 θ − 1

)
dΩ = sin θdθdφ

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Να απαντήσετε σε τρία ϑέµατα.

Καλή επιτυχία.
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ΗΜ 1.

∆ίδεται ευθύγραµµος αγωγός άπειρου µήκους που διαρρέεται α-
πό µεταβαλλόµενο ϱεύµα I(t), µε (dI/dt) > 0. Σε ένα επίπεδο,
που περιέχει τον αγωγό, ϐρίσκεται το κύκλωµα ΑΒΓ∆ΖΗΘΙΚΛΑ
(ϑεωρήστε ότι είναι ακλόνητο στο χώρο) του οποίου οι πλευρές
ΑΒ, Γ∆, ΖΗ, ΘΙ, είναι παράλληλες στον αγωγό, οι πλευρές ΒΓ,
ΗΘ, ∆Ζ και ΑΙ κάθετες στον αγωγό και οι διαστάσεις του κυκλώ-
µατος όπως στο σχήµα. Τα σηµεία ∆ και Λ καθώς και τα σηµεία
Ζ και Κ ϐρίσκονται πολύ κοντά το ένα µε το άλλο έτσι ώστε η
µαγνητική ϱοή που περνάει από το διαγραµµισµένο τµήµα του
κυκλώµατος ∆ΖΚΛ∆ είναι αµελητέα.
(α) Να υπολογίσετε την ΗΕ∆ που αναπτύσσεται στα τµήµατα
ΑΒΓ∆Α και ΖΗΘΙΖ του κυκλώµατος (κατά µέτρο και ϕορά) [ϑε-
ωρήστε ∆ ∼= Λ και Z ∼= K].
(ϐ) Να υπολογίσετε την ΗΕ∆ που αναπτύσσεται στο συνολικό
κύκλωµα ΑΒΓ∆ΖΗΘΙΚΛΑ (κατά µέτρο και ϕορά), να δείξετε ότι
στην περίπτωση x << c, η ΗΕ∆ είναι ανάλογη του x και να
υπολογίσετε τον συντελεστή αναλογίας.

ΗΜ 2.

΄Ενα ϕύλλο ϱεύµατος εκτείνεται πάνω στο επίπεδο (y − z) µε επιφανειακή πυκνότητα K = K(t)ẑ,
όπου

K(t) =


0 για t < 0,

Ko για t ≥ 0
, Ko = σταθερό

Θεωρήστε ότι το ϕορτίο είναι παντού µηδέν.
(α) Να υπολογίσετε τα χρονικώς καθυστερηµένα δυναµικά (A, V ) και από τις δύο πλευρές του
επιπέδου (y − z).
(ϐ) Να υπολογίσετε τα πεδία (E,B) και το διάνυσµα Poynting, και από τις δύο πλευρές του
επιπέδου.
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Μηχανική 1.

Για κάποιο δυναµικό σύστηµα η κινητική και η δυναµική ενέργεια είναι αντίστοιχα

T =
1

2

[
(1 + 2k)θ̇2 + 2θ̇φ̇+ φ̇2

]
, V =

1

2
η2
[
(1 + k)θ2 + φ2

]
όπου θ και φ είναι οι γενικευµένες συντεταγµένες του συστήµατος και η, k είναι ϑετικές σταθερές.
(α) Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις του Lagrange για την κίνηση, να δείξετε ότι ισχύει

θ̈ − φ̈+ η2
(

1 + k

k

)
(θ − φ) = 0

(ϐ) Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση να αποδείξετε ότι αν θ = φ και θ̇ = φ̇ κατά τη χρονική
στιγµή t = 0, τότε θ = φ σε κάθε χρονική στιγµή.

Μηχανική 2.

Οµογενής τροχαλία-δίσκος έχει ακτίνα R και µάζα M . Η τροχαλία είναι στερεωµένη σε σταθερό
οριζόντιο άξονα που περνά από το κέντρο της και είναι κάθετος στο επίπεδό της και µπορεί να
περιστρέφεται περί αυτόν χωρίς τριβή. Γύρω από την τροχαλία είναι τυλιγµένο πολύ λεπτό άµαζο
νήµα. Στο ελεύθερο άκρο του νήµατος είναι δεµένο υλικό σηµείο µάζας m. Το σύστηµα ϐρίσκεται
µέσα σε οµογενές πεδίο ϐαρύτητας έντασης g (απόλυτη τιµή). Το νήµα να ϑεωρηθεί ότι κατά την
κίνηση του συστήµατος είναι πάντα τεντωµένο, είναι κατακόρυφο, δεν υφίσταται επιµήκυνση και
κατά το ξετύλιγµά του δεν υπάρχει ολίσθηση στην τροχαλία.
(α) Το σύστηµα είναι σύστηµα µε ολόνοµους δεσµούς οπότε διαλέξτε µια (γνήσια) γενικευµένη
συντεταγµένη ϑέσης και µε τη µέθοδο των εξισώσεων του Λαγκράνζ να ϐρείτε την (διαφορική)
εξίσωση κίνησης και τη λύση της αν η αρχική γενικευµένη ταχύτητα του συστήµατος είναι µηδέν.
(ϐ) Με τις µεθόδους της αναλυτικής δυναµικής ϐρείτε τις γενικευµένες συνιστώσες της δύναµης
του δεσµού ο οποίος κάνει το σύστηµα να κινείται χωρίς ολίσθηση του νήµατος στην τροχαλία.

Στερεά Κατάσταση 1.

Θεωρήστε γνωστό ότι η συγκέντρωση ατόµων πυριτίου, σε έναν καθαρό κρύσταλλο πυριτίου είναι
5 × 1022 cm−3, η πυκνότητα ενδογενών ϕορέων σε ϑερµοκρασία δωµατίου ni = 1.45 × 1010 cm−3,
ενώ οι κινητικότητες ηλεκτρονίων και οπών είναι µe = 1350 cm2V−1s−1 και µh = 450 cm2V−1s−1,
αντίστοιχα.
(α) ∆είξτε ότι, τόσο στην περίπτωση προσµίξεων τύπου n, (µε συγκέντρωση ND), όσο και (ανε-
ξάρτητα) στην περίπτωση προσµίξεων τύπου p, (µε συγκέντρωση NA), µπορεί να προσδιορισθεί
κατάλληλη συγκέντρωση προσµείξεων, (ND,κρίσιµη =; , ή NA,κρίσιµη =;, αντίστοιχα), για την οποία
το υλικό παρουσιάζει ελάχιστη αγωγιµότητα. Ποια είναι η τιµή της ελάχιστης αγωγιµότητας στις
δύο περιπτώσεις ;
(ϐ) Να υπολογιστεί η αντίσταση ενός κύβου 1 × 1 × 1 cm3 πυριτίου σε ϑερµοκρασία δωµατίου
όταν είναι : β1) απολύτως καθαρός, β2) όταν έχει προσµίξεις αρσενικού (As: της στήλης V του
περιοδικού συστήµατος) σε αναλογία ατόµων 1/109, β3) όταν έχει προσµίξεις ϐορίου (B: της στήλης
III του περιοδικού συστήµατος) στην ίδια αναλογία ατόµων 1/109, ως προς το πυρίτιο. [Σε όλους
τους υπολογισµούς να ϑεωρηθεί ότι έχουµε ολικό ιοντισµό των προσµείξεων]
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Στερεά Κατάσταση 2.

Η δυναµική ενέργεια που σχετίζεται µε τις µετατοπίσεις si των
ατόµων σε ένα σώµα δίνεται από την σχέση:

V =
1

2

∑
ij

[
(kr − kθ) ((sj − si) · r̂ij)2 + kθ |sj − si|2

]
όπου ri είναι οι ϑέσεις ισορροπίας των ατόµων (rij = rj−ri, r =
rr̂) και kr, kθ είναι οι σταθερές ¨ελατηρίων¨ που περιγράφουν
την αλλαγή µήκους δεσµών (bond stretching) και την αλλαγή
γωνίας µεταξύ δεσµών (bond bending).
(α) Βρείτε το δυναµικό πίνακα

Diα,jβ =
∑
R

e−ik·R
∂2V

∂sRiα∂s0jβ

για τη διδιάστατη αλυσίδα του σχήµατος. Η αλυσίδα έχει σταθερά πλέγµατος a1 και ϐάση δύο
ατόµων (1 και 2).
(ϐ) Βρείτε τις σχέσεις διασποράς των ϕωνονίων.
(γ) Σχεδιάστε το διάγραµµα των σχέσεων διασποράς των ϕωνονίων.
(δ) ∆ώστε τις ιδιοσυχνότητες ω στο σηµείο Γ και στο άκρο της πρώτης Ϲώνης Brillouin.

Λέηζερ & Οπτοηλεκτρονική 1.

Α) Θεωρήστε µια οπτική κοιλότητα laser που αποτελείται από ένα κυρτό κάτοπτρο (ακτίνα καµπυ-
λότητας r1 < 0) και ένα κοίλο κάτοπτρο (ακτίνα καµπυλότητας r2 > 0) που απέχουν µεταξύ τους
απόσταση L. Προσδιορίστε τις τιµές του L για τις οποίες η οπτική κοιλότητα παραµένει σταθερή
(ϑεωρήστε και τις δυο περιπτώσεις |r1| > |r2| και |r1| < |r2|).
Β) Μια οπτική κοιλότητα laser αποτελείται από δυο κάτοπτρα, ένα κυρτό µε ακτίνα καµπυλότητας
r1 = −1 m και ένα κοίλο µε ακτίνα καµπυλότητας r2 = 1, 5 m. ποια είναι η µέγιστη δυνατή
απόσταση των κατόπτρων, για την οποία η οπτική κοιλότητα laser παραµένει σταθερή ;

Ενδεχόµενα Χρήσιµες σχέσεις για τα ϑέµατα Μηχανικής

L = T − V, d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Qi

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
=

M∑
j=1

λj(t)Aji(q, t), i = 1, 2, . . . , n

n∑
i=1

Aji(q, t)q̇i + Aj(q, t)dt = 0, j = 1, 2, . . . ,M, M < n

Ενδεχόµενα Χρήσιµες σχέσεις για τα ϑέµατα ΗΜ

B = ∇×A, E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
, S =

1

µo
(E×B)
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A(r, t) =
1

µo

ˆ
K(r′, tk)

|r− r′|
dS

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Να απαντήσετε σε τρία ϑέµατα

Καλή επιτυχία.
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