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Μηχανική 1. Σωµατίδιο µάζαςm κινείται πάνω σε ευθεία γραµµή και περιγράφεται από τη λαγκραντζιανή

L =
1

12
m2ẋ4 +mẋ2V (x)− V 2(x)

όπου V (x) είναι κάποια διαφορίσιµη συνάρτηση της ϑέσης x του σωµατιδίου.
Να ϐρείτε τη (διαφορική) εξίσωση κίνησης. Ξεκινήστε από αυτή την εξίσωση και δείξτε ότι το σύστηµα
µπορεί να περιγραφεί κατά τα γνωστά µε V (x) τη δυναµική συνάρτηση (δυναµική ενέργεια) του
συστήµατος.

Μηχανική 2.

∆ίνεται απλό εκκρεµές µε σηµειακή µάζα m στο ένα άκρο του. Το µήκος της άµαζης ϱάβδου του
εκκρεµούς είναι d. Το άλλο άκρο, Α, της ϱάβδου κινείται κατά µήκος του κατακόρυφου άξονα z
σύµφωνα µε τη σχέση zA = zA(t) = a + bt2, a, b σταθερές. Η κίνηση του εκκρεµούς γίνεται σε
κατακόρυφο επίπεδο, µέσα σε σταθερό οµογενές πεδίο ϐαρύτητας g. Θεωρήστε ως γενικευµένη
συντεταγµένη τη γωνία � µεταξύ της ϱάβδου και του άξονα z ο οποίος έχει ϑετική ϕορά προς τα κάτω.
(α) Βρείτε τη λαγκραντζιανή του συστήµατος.
(ϐ) Βρείτε τη (διαφορική) εξίσωση κίνησης .
(γ) Στη συνέχεια υποθέστε ότι η γωνία � είναι αρκούντως µικρή ώστε η (διαφορική) εξίσωση κίνησης
να είναι γραµµική µε σταθερούς συντελεστές. Βρείτε τη συχνότητα ταλάντωσης.
(δ) Κάντε κατάλληλο συλλογισµό που να σας οδηγήσει στη συχνότητα που ϐρήκατε, χωρίς όµως να
λύσετε το πρόβληµα αλλά υποθέτοντας ότι ξέρετε από τη Γενική Φυσική τον τύπο για τη συχνότητα
του απλού εκκρεµούς για µικρού πλάτους αιωρήσεις.

Στερεά Κατάσταση 1.

∆ίνεται ένα κβαντικό πηγάδι GaAs, όπως ϕαίνεται στο κάτω σχήµα, το οποίο ϑεωρήστε το ως διδιάστατο
σύστηµα ¨ελεύθερων¨ ϕορέων.
(α) Ποια είναι η πυκνότητα καταστάσεων ανά µονάδα επιφάνειας ενός διδιάστατου κβαντικού πηγα-
διού ;
(ϐ) Ποια είναι η πυκνότητα ϕορέων ανά µονάδα επιφάνειας στο συγκεκριµένο κβαντικό πηγάδι για
T = 0 K;
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(γ) Ποια έπρεπε να είναι η πυκνότητα ϕορέων ανά µονάδα επιφάνειας στο κβαντικό πηγάδι ώστε η
επιφάνεια Fermi να ϕτάσει την Ϲώνη αγωγιµότητας για T = 0 K;
∆ίνεται ότι m∗ = 0, 067me.

Στερεά Κατάσταση 2.

(α) Για ένα άπειρο ϕύλλο γραφενίου, που συνίσταται από ένα διδιάστατο εξαγωνικό περιοδικό πλέγµα,
δίνεται η Χαµιλτονιανή της π-στιβάδας

H(k) = V

(
0 1 + e−ik⋅a1 + e−ik⋅a2

1 + eik⋅a1 + eik⋅a2 0

)
, όπου a1 =
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)

είναι τα διανύσµατα ϐάσης και k = (kx, ky) ο κυµαταριθµός.
(α) ∆ιαγωνοποιήστε τον πίνακα και αποδείξτε ότι η σχέση διασποράς της ενέργειας δίνεται από τη
σχέση

E(kx, ky) = ±V

√√√⎷1 + 4 cos
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3kxa
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)
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kya
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)
+ 4 cos2

(
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)
(ϐ) Βρείτε την 1η Ϲώνη Brillouin.
(γ) Υπολογίστε την ενέργεια στα σηµεία K =

(
2�√
3a
, 2�

3a

)
και M =

(
2�√
3a
, 0
)

της 1ης Ϲώνης Brillouin.

Κβαντοµηχανική 1.
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΄Ενα σωµατίδιο µε µάζα � κινείται σε δακτύλιο µε ακτίνα R.
(α) Γράψτε τη Χαµιλτονιανή Ĥ, και
(ϐ) προσδιορίστε τις ιδιοτιµές και ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας.
(γ) Προσθέστε µια διαταραχή της µορφής V̂ = −� cos� και υπολογίστε την ενέργεια της προκύπ-
τουσας ϑεµελιώδους κατάστασης σε δεύτερη τάξη ως προς �. Ποιά είναι περίπου η µέγιστη τιµή που
µπορεί να έχει το � για να είναι ικανοποιητική αυτή η προσέγγιση;

Πιθανώς χρήσιµες σχέσεις:

H =
L2

2I
, L̂z → −iℎ̄

∂

∂�
, E0 = E

(0)
0 + E

(1)
0 + E

(2)
0 , E

(1)
0 =< 0∣Ĥ∣0 >, E(2)

0 =
∑
m ∕=0

∣ < m∣V̂ ∣0 > ∣2

E
(0)
0 − E

(0)
m

.

Κβαντοµηχανική 2.

Φωτόνιο που οδεύει κατά τον άξονα των z µέσα σε διπλοθλαστικό υλικό περιγράφεται από την κυ-
µατοσυνάρτηση

Ψ =

(
�x
�y

)
Η πιθανότητα το ϕωτόνιο να είναι πολωµένο κατά τον άξονα των x είναι ∣�x∣2, ενώ για τον άξονα των y
είναι είναι ∣�y∣2, όπου, ϕυσικά, ∣�x∣2 + ∣�y∣2 = 1. Η κατάσταση πόλωσης του ϕωτονίου διέπεται από
την εξίσωση

ĤΨ = iℎ̄
∂Ψ

∂t
, Ĥ ≡

(
ℎxx ℎxy
ℎyx ℎyy

)
.

(1) Με την προϋπόθεση ότι δεν υπάρχει απορρόφηση από το υλικό, δείξτε ότι ℎ∗xx = ℎxx, ℎ
∗
yy =

ℎyy, ℎ
∗
yx = ℎxy.

(2) Για απλότητα µπορείτε στη συνέχεια να ϑέσετε ℎxx = ℎyy = a, ℎxy = ℎyx = b, όπου a και b
ϑετικές πραγµατικές σταθερές, µε a > b. Υποθέστε ότι το ϕωτόνιο ξεκινάει πολωµένο κατά τον άξονα
των x. Ποιά ϑα είναι η κατάσταση της πόλωσής του τη χρονική στιγµή T = �ℎ̄

4b
; (Βρείτε πρώτα τις

καταστάσεις πόλωσης των οποίων οι πιθανότητες δεν αλλάζουν κατά τη διέλευση από το υλικό. Είναι
οι αντίστοιχες των ιδιοτιµών ενέργειας).

Πιθανώς χρήσιµες σχέσεις:

Ψ(z, t) =
∑
n

 n(z)e−
iEnt
ℎ̄ , Ĥ n(z) = En n(z)

Κβαντοµηχανική 3.

Θεωρήστε σωµατίδιο µάζας m που κινείται στο δυναµικό V (r) = −a�(r − r0), a > 0. Γράψτε την
υπερβατική εξίσωση από την οποία ϑα προκύψει η ελάχιστη τιµή του a που δίνει δέσµια κατάσταση.
Μην επιχειρήσετε να την λύσετε.

Υπενθύµιση: Η εξίσωση για τη συνάρτηση � ≡ r είναι : − ℎ̄2

2m
�′′ +

[
V (r) + l(l+1)ℎ̄2

2mr2

]
� = E�.

Προσοχή στις οριακές συνθήκες.

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.
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Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα.
Να απαντήσετε (1/2 ϑέµατα Μηχανικής ή 1/2 ϑέµατα Στερεάς Κατάστασης) &

2/3 ϑέµατα Κβαντοµηχανικής.

Καλή επιτυχία.
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ΗΜ 1.

(α) ∆υο παράλληλες γραµµικές κατανοµές ϕορτίου απείρου µήκους ϐρίσκονται σε απόσταση ℎ πάνω
από ένα γειωµένο αγώγιµο επίπεδο. Η µεταξύ τους απόσταση είναι 2ℎ και έχουν γραµµική πυκνότητα
ϕορτίου −�. ΄Ενα ϑετικό ϕορτίο Q τοποθετείται σε απόσταση ℎ πάνω από το επίπεδο στο µέσο της
απόστασης µεταξύ των δύο γραµµικών κατανοµών ϕορτίου έτσι ώστε η συνολική δύναµη πάνω στο
ϕορτίο να είναι µηδέν. Βρείτε το Q ως συνάρτηση των � και ℎ.

(ϐ) Μια σαπουνόφουσκα ακτίνας R = 10 cm και πάχους τοιχώµατος d = 3, 3 × 10−6 cm είναι
ϕορτισµένη και έχει δυναµικό V = 100 V. Η σαπουνόφουσκα σπάει και πέφτει µε τη µορφή µιας
συµπαγούς σφαιρικής σταγόνας. Βρείτε το δυναµικό της σταγόνας ϑεωρώντας ότι το σαπουνόνερο
είναι αγωγός.

ΗΜ 2.

΄Ενας ϐρόχος σχήµατος παραλληλογράµµου µε πλευρές w και l είναι αρχικά ακίνητος (µέσα στο πεδίο
ϐαρύτητας) και αφήνεται για τη χρονική στιγµή t = 0 ακριβώς πάνω από µια περιοχή στην οποία
έχουµε σταθερό µαγνητικό πεδίο Bo, µε κατεύθυνση κάθετη στο επίπεδο του κατακόρυφου ϐρόχου.
Ο ϐρόχος έχει αντίσταση R, αυτεπαγωγή L και µάζα m. Θεωρήστε ότι για t = 0 ο ϐρόχος εφάπτεται
του ορίου των δυο περιοχών µε το διαφορετικό πεδίο και ϐρίσκεται στην περιοχή του µηδενικού
πεδίου.
(α)Αγνοώντας την αυτεπαγωγή του ϐρόχου αλλά όχι την αντίσταση, να υπολογίσετε (i) την ταχύτητα του
ϐρόχου ως συνάρτηση του χρόνου, (ii) το ϱεύµα που περνά µέσα από την αντίσταση R ως συνάρτηση
του χρόνου καθώς και τη ϕορά του.
(ϐ) Αγνοώντας την αντίσταση του ϐρόχου αλλά όχι την αυτεπαγωγή, να υπολογίσετε (i) την ταχύτητα του
ϐρόχου ως συνάρτηση του χρόνου, (ii) το ϱεύµα που περνά µέσα από την αντίσταση R ως συνάρτηση
του χρόνου καθώς και τη ϕορά του.

ΗΜ 3.

Μαγνητικό δίπολο µε µαγνητική διπολική ϱοπή m ϐρίσκεται µέσα σε οµογενές µαγνητικό πεδίο Bo,
µε τα διανύσµατα m και Bo να είναι προσανατολισµένα αντίθετα.
(α) ∆είξτε ότι υπάρχει σφαιρική επιφάνεια, µε κέντρο το δίπολο, επί την οποίας το συνολικό ακτινικό
µαγνητικό πεδίο είναι µηδέν, (δηλ., δεν την διαπερνά καµία µαγνητική δυναµική γραµµή), και
υπολογίστε την ακτίνα ro αυτής της επιφάνειας, συναρτήσει των m, Bo, και παγκόσµιων σταθερών.

1



(ϐ) Πάνω στην σφαιρική επιφάνεια µε κέντρο το δίπολο και ακτίνα ro, (ερώτηµα (�)), να υπολογίσετε
την τιµή της εφαπτοµενικής συνιστώσας του συνολικού µαγνητικού πεδίου, συναρτήσει του Bo = ∣Bo∣
και της γωνίας � ως προς την κατεύθυνση του Bo.

[ΥΠΟ∆ΕΙΞΗ: Μελετήστε την ακτινική και την εφαπτοµενική συνιστώσα κάθε πεδίου, στην επιφάνεια
σφαίρας, µε κέντρο το δίπολο]

ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΗ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΣ ΧΡΗΣΙΜΩΝ ΣΧΕΣΕΩΝ

∇r

(
1

∣r− ro∣

)
= − r− ro

∣r− ro∣3
,

∫
dz

(z2 + a2)3/2
=

z

a2(z2 + a2)1/2
, (1+�)a ≈ 1+a� όταν �≪ 1

Στατιστική Μηχανική 1.

΄Ενα σύστηµα αποτελείται από N σωµατίδια µε αµελητέα µεταξύ τους αλληλεπίδραση και που το
καθένα µπορεί να ϐρίσκεται σε µία από τρεις καταστάσεις µε αντίστοιχες ενέργειες �1 = −�, �2 = 0
και �3 = +�, όπου � > 0. Το σύστηµα ϐρίσκεται σε ισορροπία σε ϑερµοκρασία T .
(α) Να ϐρείτε τη µέση ενέργεια < E(T ) >, τη µέση τιµή του τετραγώνου της ενέργειας < E2(T ) > και
τη ϑερµοχωρητικότητα CV(T )του συστήµατος.
(ϐ) Να ϐρείτε τη σχέση της CV(T ) µε την τυπική απόκλιση, ΔE, της ενέργειας.
(Η τυπική απόκλιση ορίζεται από τη σχέση: (ΔE)2 ≡< (E− < E >)2 >)

Στατιστική Μηχανική 2.

΄Εστω παγίδα σωµατιδίων ικανή να παγιδέψει µέχρι δυο σωµατίδια. Κάθε παγιδευµένο σωµατίδιο
είναι δυνατό να ϐρίσκεται είτε στο επίπεδο ενέργειας E1 = Eo είτε στο επίπεδο ενέργειας E2 = 3Eo.
(i) Βρείτε τη συνάρτηση επιµερισµού στο κανονικό σύνολο όταν

(α) ΄Εχουν παγιδευτεί δυο διακριτά σωµατίδια
(ϐ) ΄Εχουν παγιδευτεί δυο ταυτόσηµα ϕερµιόνια υποθετικά χωρίς σπιν.

(ii) Θεωρούµε σύστηµαN τέτοιων ανεξάρτητων και διακριτών παγίδων σε επαφή µε ¨δοχείο¨ σωµατιδί-
ων χηµικού δυναµικού � και ϑερµοκρασίας T .

(α) Βρείτε τη συνάρτηση επιµερισµού στο στατιστικό σύνολο που αναλογεί.
(ϐ) Βρείτε το ϑερµοδυναµικό δυναµικό που αντιστοιχεί.
(γ) Υποθέτοντας ότι η κάθε παγίδα µπορεί να παγιδεύσει το πολύ ένα σωµατίδιο, ϐρείτε το µέσο

αριθµό των παγιδευµένων σωµατιδίων.

Στατιστική Μηχανική 3.

Θεωρούµε έναν ¨φραγµένο¨ αρµονικό ταλαντωτή σε ισορροπία σε ϑερµοκρασία T . Οι ενεργειακές
στάθµες του δίνονται όπως και στον απλό αρµονικό ταλάντωτή, En = (1/2 + n)ℏ! = �o + n�, υπό τον
περιορισµό ότι n < no. Να υπολογίσετε (σε κλειστή µορφή) στη ϑερµοκρασία T
(α) τη µέση ενέργεια < E >,
(ϐ) τον µέσο αριθµό κατάληψης < n >,
(γ) την ελεύθερη ενέργεια Helmholtz.
∆ίνεται :

m∑
i=0

xi =
1− xm+1

1− x
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Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα.
Να απαντήσετε 1/3 ϑέµατα Στατιστικής & 2/3 ϑέµατα Ηλεκτροµαγνητισµού ή

2/3 ϑέµατα Στατιστικής & 1/3 ϑέµατα Ηλεκτροµαγνητισµού

Καλή επιτυχία.
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