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Στατιστική Μηχανική 1.

Θεωρούµε ένα σύστηµα που απαρτίζεται από τέσσερα άτοµα a, b,
c και d µε µαγνητικές ϱοπές �a, �b, �c και �d αντιστοίχως. Αυτές
οι µαγνητικές ϱοπές µπορούν να έχουν δύο δυνατούς προσανα-
τολισµούς. (΄Οταν υπάρχει εξωτερικό µαγνητικό πεδίο η κάθε
µαγνητική ϱοπή ϑα είναι παράλληλη ή αντιπαράλληλη σε αυτό.)
Το κάθε άτοµο αλληλεπιδρά µε τα δύο πλησιέστερα γειτονικά
του άτοµα, όπως δείχνει το σχήµα. Η ενέργεια αλληλεπίδρασης
µεταξύ δύο πλησιέστερων γειτονικών ατόµων i και j είναι ��i ⋅�j,
όπου � > 0. Οι τέσσερις µαγνητικές ϱοπές έχουν το ίδιο µέτρο :
∣�a∣ = ∣�b∣ = ∣�c∣ = ∣�d∣ = �o. Το σύστηµα ϐρίσκεται σε
ισορροπία σε ϑερµοκρασία Τ και σε εξωτερικό µαγνητικό πεδίο
B = Bŷ. Θεωρήστε τη διεύθυνση του µαγνητικού πεδίου κάθετη
στο επίπεδο του χαρτιού.
(α) Να υπολογίσετε την ενέργεια του συστήµατος για κάθε µία από
τις δυνατές καταστάσεις. Να περιγράψετε τη ϐασική κατάσταση
του συστήµατος σε σχέση µε το εξωτερικό µαγνητικό πεδίο B.
[Μονάδες 4]
(ϐ) Να ϐρείτε τη συνάρτηση επιµερισµού του συστήµατος.
[Μονάδες 3]
(γ) Για την περίπτωση όπου B = ��o να υπολογίσετε τη µέση
ενέργεια του συστήµατος. Να ϐρείτε τις οριακές τιµές της για
T = 0 και για T →∞. [Μονάδες 3]
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Στατιστική Μηχανική 2.

΄Ενα κυλινδρικό δοχείο, µε εµβαδόν ϐάσης A και ύψος L = 10 m, περιέχει κλασικό ιδανικό αέριο που
αποτελείται από N σωµατίδια µάζας m στο ϐαρυτικό πεδίο της γης. Θεωρήστε την επιτάχυνση της
ϐαρύτητας, g, σταθερή. Το σύστηµα ϐρίσκεται σε ϑερµική ισορροπία σε ϑερµοκρασία T . Να ϐρείτε
(α) τη συνάρτηση επιµερισµού, [Μονάδες 4]
(ϐ) τη µέση ενέργεια και [Μονάδες 3]
(γ) τη ϑερµοχωρητικότητα του συστήµατος. [Μονάδες 3]
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Κβαντοµηχανική 1.

Θεωρήστε την αλλαγή στην ενέργεια της στάθµης µε n = 2 ενός ατόµου υδρογόνου που οφείλεται
στην παρουσία ηλεκτρικού πεδίου ℰ κατά τον άξονα των z. ∆είξτε ότι από τις τέσσερεις εκφυλισµένες
καταστάσεις µόνο οι δύο µετατοπίζονται, συγκεκριµένα κατά ±3eℰa0, όπου e είναι το στοιχειώδες
ηλεκτρικό ϕορτίο.

Υποδείξεις : Θα συναντήσετε κατά τη λύση ένα σύστηµα 4 × 4 :
∑3

j=0 Vij�j = E1�i. ∆είξτε πρώτα ότι
ανάγεται σε σύστηµα 2× 2. Αδιατάρακτες κυµατοσυναρτήσεις :
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Κβαντοµηχανική 2.

α) Η σύζευξη σπιν-γωνιακής στροφορµής εισάγει έναν όρο Hso = AL ⋅S στην χαµιλτονιανή ενός ατό-
µου. ∆είξτε ότι η συνεισφορά στην ενέργεια αυτού του όρου µηδενίζεται στην περίπτωση s τροχιακών.
∆ώστε τις δυνατές ιδιοτιµές του Hso στην περίπτωση p τροχιακών. [Μονάδες 5].
ϐ) Η ολική µαγνητική ϱοπή του ηλεκτρονίου µάζαςm στο άτοµο του υδρογόνου δίνεται από την σχέση
� = �L + �S, όπου

�L = − e

2mc
L, �L = − e

mc
S

είναι οι µαγνητικές ϱοπές που οφείλονται στην τροχιακή κίνηση και το σπιν του ηλεκτρονίου, αν-
τίστοιχα. Βρείτε το µέγεθος της ολικής µαγνητικής ϱοπής � στην κατάσταση p µε ολική στροφορµή
3/2. [Μονάδες 5].

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Να απαντήσετε σε τρία ϑέµατα.

Καλή επιτυχία.
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ΗΜ 1.

Υποθέστε ότι ο συρµάτινος ϐρόχος του σχήµατος διαρρέεται
από ϱεύµα που αυξάνεται γραµµικά ως συνάρτηση του χρόνου,
I(t) = kt, k =σταθερά.
∆είξτε ότι το καθυστερηµένο διανυσµατικό δυναµικό

A(r, t) =
�o
4�

ˆ
J(r′, t− ∣r − r′∣/c)

∣r − r′∣
dr′

στην αρχή των αξόνων ισούται µε

A(0, t) =
�o
2�
kt ln

(
b

a

)
x̂.

Υπάρχει ηλεκτρικό πεδίο στο σηµείο αυτό αφού το σύρµα είναι
ηλεκτρικά ουδέτερο ; Με τι ισούται και γιατί ;
[Μονάδες 10]
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ΗΜ 2.

΄Ενα παχύ σφαιρικό κέλυφος εσωτερικής ακτίνας a και εξωτερικής ακτίνας b έχει ακτινική πόλωση
στην περιοχή a < r < b η οποία δίνεται από το διάνυσµα

P =
k

r
r̂, k = σταθερά

Θεωρήστε ότι δεν υπάρχουν ελεύθερα ϕορτία.
Βρείτε το ηλεκτρικό πεδίο E παντού στο χώρο µε δυο τρόπους :
(α) αφού εντοπίσετε όλα τα δέσµια ϕορτία. [Μονάδες 7]
(ϐ) µε το νόµο του Gauss. [Μονάδες 3]

Μηχανική 1.

Θεωρήστε κίνηση στο επίπεδο και πολικές συντεταγµένες. Υλικό σηµείο µάζας m κινείται υπό την
επίδραση δυναµικού −�/r2, όπου � ϑετική σταθερά.
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α) Βρείτε τη λαγκρανζιανή του συστήµατος. Προσδιορίστε τις δυο γενικευµένες ορµές p� και pr.
Γράψτε τις (διαφορικές) εξισώσεις κίνησης Λαγκράνζ και δείξτε ότι µια από τις γενικευµένες ορµές
είναι σταθερά της κίνησης.
ϐ) Βρείτε την ενεργειακή συνάρτηση ℎ(q, q̇, t) και τη χαµιλτονιανήH(q, p, t) του συστήµατος. ∆είξτε
ότι είναι σταθερές της κίνησης. ∆είξτε µε άµεσο υπολογισµό ότι ισχύει ℎ(q, q̇, t) = T (q, q̇) +
V (q, t), δηλαδή η ℎ είναι ίση µε τη µηχανική ενέργεια του συστήµατος E η οποία εποµένως
διατηρείται. Προφανώς και η χαµιλτονιανή ισούται µε την ενέργεια του συστήµατος µε µεταβλητές
τις γενικευµένες ορµές και γενικευµένες συντεταγµένες ϑέσης.
γ) ∆είξτε ότι η ποσότητα f = r2p2r ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση(

df

dt

)2

= AH2f

και προσδιορίστε τη σταθερά A.
δ) ∆είξτε ότι ισχύει η σχέση r2p2r = (2Et+ C)2, όπου C =σταθερά .

Μηχανική 2.

Θεωρήστε επίπεδο εκκρεµές που αποτελείται από υλικό σηµείο στο άκρο άµαζης στερεάς ϱάβδου
της οποίας το σηµείο στήριξης κινείται στο ίδιο επίπεδο κατά γνωστό τρόπο y0 = f(t) κατά µήκος
του κατακόρυφου άξονα y. Θεωρήστε ότι ο άξονας έχει ϑετική κατεύθυνση προς τα κάτω.
α) Βρείτε τη λαγκρανζιανή και από τις εξισώσεις Λαγκράνζ ϐρείτε την εξίσωση κίνησης της αναλυ-
τικής δυναµικής µε µόνη γενικευµένη (γνήσια) συντεταγµένη τη γωνία � του εκκρεµούς µε την
κατακόρυφο. Τι ϑα συµβεί αν η κίνηση του σηµείου στήριξης είναι y0 = gt2/2;
ϐ) Ακολουθήστε τη διαδικασία της αναλυτικής δυναµικής για τον προσδιορισµό της γενικευµένης
δύναµης του δεσµού. Πρέπει πρώτα να ϐρείτε τη διαφορική εξίσωση του δεσµού.

Στερεά Κατάσταση 1.

∆ύο δείγµατα κρυσταλλικού πυριτίου (Si, πυκνότητα ενδογενών ϕορέων σε ϑερµοκρασία δωµατίου
ni = 1, 45 × 1010 cm−3), νοθεύονται µε προσµείξεις ϕωσφόρου, (P , σθένος :5, µε ενέργεια πρόσ-
µειξης σε απόσταση 0, 05 eV από τη Ϲώνη αγωγιµότητας), µε συγκεντρώσεις 1013 άτοµα P/cm3, και
1019 άτοµα P/cm3, αντίστοιχα.
α) Να υπολογισθεί το επίπεδο Fermi, σε κάθε περίπτωση, υποθέτοντας πλήρη ιονισµό των προσ-
µείξεων. [5 µονάδες]
ϐ) Χρησιµοποιήστε τις τιµές που υπολογίσατε στο προηγούµενο ερώτηµα για το επίπεδο Fermi του
καθενός δείγµατος και ελέγξτε για ποιο δείγµα ισχύει καλύτερα η προσέγγιση του ολικού ιονισµού.
[5 µονάδες]
Ενεργειακό χάσµα πυριτίου (σε 300 K): Eg = 1, 12 eV,
Πηλίκο ενεργών µαζών πυκνότητας καταστάσεων πυριτίου m∗e = 2m∗ℎ.

Στερεά Κατάσταση 2.

∆ισδιάστατο τετραγωνικό πλέγµα ϕέρει ένα άτοµο Cu στην αρχή των αξόνων, και δύο άτοµα O
στις ϑέσεις a1/2 και a2/2, όπου a1 = ax̂, a2 = aŷ και a η σταθερά του πλέγµατος. Το σύστηµα
αυτό αντιστοιχεί στα επίπεδα CuO2 που εµφανίζονται σε πολλά υπεραγώγιµα υλικά. Θεωρούµε
ότι τα ατοµικά τροχιακά των ατόµων Cu και O είναι ορθογώνια µεταξύ τους και ότι υπάρχει
σηµαντική επικάλυψη µόνο µεταξύ των d τροχιακών του Cu και των p τροχιακών ατόµων O σε
ϑέση πλησιέστερου γείτονα.
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α) [4 µονάδες] Παρόλο που υπάρχουν πέντε d τροχιακά του Cu και τρία p τροχιακά του O, µόνο
το dx2−y2, το px στην ϑέση a1/2 και το py στην ϑέση a2/2 είναι σηµαντικά για τον προσδιορισµό
των ενεργειακών Ϲωνών του πλέγµατος. Τα στοιχεία της χαµιλτονιανής µήτρας για τα υπόλοιπα
τροχιακά είτε µηδενίζονται λόγω συµµετρίας, είτε µπορούν να ϑεωρηθούν ότι µηδενίζονται κατά
προσέγγιση. Επιχειρηµατολογήστε γιατί αυτό είναι σωστό για τουλάχιστον 4 από τα στοιχεία
µήτρας ⟨di∣H∣pj⟩, όπου di είναι ένα d τροχιακό του Cu διαφορετικό του dx2−y2 και pj ένα p τροχιακό
των ατόµων O. (Υπενθύµιση: Τα p και d τροχιακά είναι κατευθυντικά µε λοβούς εναλλασσόµενου
πρόσηµου).
ϐ) [4 µονάδες] ΄Εστω �p και �d οι ενέργειες των p και d τροχιακών (on-site energies) και

t ≡ ⟨�dx2−y2
(r)∣H∣�px(r − a1)⟩

Σχηµατίστε και επιλύστε την εξίσωση ιδιοτιµών που περιγράφει τις ενεργειακές Ϲώνες του συστή-
µατος.
γ) [2 µονάδες] ΄Εστω ότι �p = −0, 5 eV, �d = 0, 5 eV και t = 0, 1 eV. Ποιο είναι το εύρος της
ενεργειακής Ϲώνης για σηµεία του αντίστροφου χώρου πάνω στην γραµµή ky = 0;

Λέηζερ & Οπτοηλεκτρονική 1.

Α) Προσδιορίστε το λόγο των πληθυσµών, σε ϑερµική ισορροπία, δυο επιπέδων που απέχουν κατά
ενέργεια ΔE, ίση µε : (α) 1 × 10−4 eV, που είναι η τιµή που αντιστοιχεί στην απόσταση δυο
περιστροφικών επιπέδων πολλών µορίων, (ϐ) 5 × 10−2 eV, που αντιστοιχεί στην απόσταση των
µοριακών δονητικών επιπέδων και (γ) 3 eV, που αντιστοιχεί στην τάξη µεγέθους της διέγερσης των
ηλεκτρονίων ατόµων και µορίων. Θεωρήστε ότι τα δυο επίπεδα έχουν τον ίδιο εκφυλισµό και ότι η
ϑερµοκρασία τους είναι (α) 100o K, (ϐ) 300o K (ϑερµοκρασία δωµατίου) και (γ) 1000o K. Σχολιάστε
τις απαντήσεις σας και προσδιορίστε την πιθανότητα παραγωγής ακτινοβολίας LASER από αυτά τα
δυο επίπεδα και στις εννέα περιπτώσεις (3× 3). [Μονάδες 4/10].
Β) Η ¨ψυχρή αντίδραση¨ F + H2 → HF∗ + H, ενός χηµικού LASER HF µέσου υπέρυθρου, προσ-
ϕέρει χηµική ενέργεια 32 kcal/mole, ενώ η ¨θερµή αντίδραση¨ F2 + H → HF∗ + F προσφέρει
χηµική ενέργεια 98 kcal/mole. Υπολογίστε το ανώτερο δονητικό επίπεδο διέγερσης, που µπορεί
να καλύψει µε αντιστροφή πληθυσµών η ¨ψυχρή¨ και η ¨θερµή¨ αντίδραση αντίστοιχα. Σχολιάστε
την απάντησή σας συγκριτικά µε το τι συµβαίνει σε άλλα γνωστά δονητικά µοριακά LASER (π.χ.
CO2 LASER). [Μονάδες 6/10].

Ενδεχόµενα Χρήσιµες σχέσεις για τα ϑέµατα Μηχανικής

L = T − V, d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Qi

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
=

M∑
j=1

�j(t)Aji(q, t), i = 1, 2, . . . , n

n∑
i=1

Aji(q, t)q̇i + Aj(q, t)dt = 0, j = 1, 2, . . . ,M

ℎ(q, q̇, t) =
n∑
i=1

∂L

∂q̇i
q̇i − L(q, q̇, t),

dℎ

dt
= −∂L

∂t
, pi =

∂L

∂q̇i
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q̇i =
∂H(q, p, t)

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
,

dH

dt
=
∂H

∂t

Ενδεχόµενα Χρήσιµες σχέσεις για το ϑέµα Οπτοηλεκτρονικής & Λέηζερ
σταθερά Planck ℎ = 6, 63× 10−34 J s
ταχύτητα του ϕωτός στο κενό c = 3× 108 m/s
ϕορτίο ηλεκτρονίου e = 1, 6× 10−19 C
σταθερά Boltzmann k = 1, 38× 10−23 J/oK
αριθµός Avogardo NA = 6.022× 1023 µόρια/mole
ενέργεια 1 cal = 2, 6× 1019 eV

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Να απαντήσετε σε τρία ϑέµατα

Καλή επιτυχία.
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Βασικές Σχέσεις Φυσικής των Ηµιαγωγών  
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Φορτίο ηλεκτρονίου: e=1,6×10-19 C,  Μάζα ηλεκτρονίου: m0=0,91×10-30 kg 
 
Σταθερά Boltzmann: k=1,38×10-23 J/K, Σταθερά Planck: h = 6,62×10-34 Js 
 
1 eV = 1,6×10-19 J ≈ 23 kcal/mol,  E(eV) . λ (µm) = 1,24 eV.µm  
 
ε0 = 8,85×10-12 F/m = 8,85×10-12 C2N-1m-2, kT(300K)≈25meV 

 
Στοιχεία Μήτρας Κρυσταλλικής Χαµιλτονιανής: 

 
 
 
 

Αναπαράσταση d τροχιακών (το 2zd συµβολίζεται και ως 223 rzd −
). 
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