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Στατιστική Μηχανική 1.

Θεωρούµε σωµατίδια το καθένα από τα οποία έχει 3 προσπελάσιµες καταστάσεις µε αντίστοιχες
ιδιοτιµές της ενέργειας 0, Ε και 2Ε.

Α.1: (Βαθµολογία 10/100)

Αν έχουµε Ϲεύγος τέτοιων σωµατιδίων σε επαφή µε δοχείο ϑερµότητας, να ϐρεθεί η συνάρτηση
επιµερισµού όταν τα δύο σωµατίδια του Ϲεύγους είναι :

α) ταυτόσηµα µποζόνια
ϐ) ταυτόσηµα ϕερµιόνια

Α.2: (Βαθµολογία 20/100)

Θεωρούµε ένα σύστηµα που αποτελείται από Ν διακριτά Ϲεύγη τέτοιων σωµατιδίων σε ϑερµική
ισορροπία. Να ϐρείτε το µέσο αριθµό των Ϲευγών των οποίων η ενέργεια είναι 2Ε για τις περιπτώσεις
α) και ϐ) του ερωτήµατος Α.1:.

Α.3: (Βαθµολογία 20/100)

Αν έχουµε N2E διακριτά Ϲεύγη των οποίων η ενέργεια είναι 2Ε, να υπολογίσετε την εντροπία
του συστήµατος των Ϲευγών αυτών για τις περιπτώσεις α), και ϐ) του ερωτήµατος Α.1:. Σχολιάστε το
αποτέλεσµα.

Α.4: (Βαθµολογία 50/100)

Θεωρούµε ότι κάθε διακριτό Ϲεύγος µπορεί τώρα να µετακινηθεί µέσα σε πεδίο τρισδιάστατου
ισοτροπικού αρµονικού ταλαντωτή το οποίο δεν επηρεάζει τα εσωτερικά ενεργειακά επίπεδα του
Ϲεύγους. (Οι χώροι Hilbert των εσωτερικών ϐαθµών ελευθερίας του Ϲεύγους και των ταλαντώσεων του
Ϲεύγους είναι ανεξάρτητοι). Να υπολογίσετε υπό αυτές τις συνθήκες τη Συνάρτηση Επιµερισµού Z και
την Εσωτερική Ενέργεια U ενός συστήµατος N διακριτών Ϲευγών που αποτελούνται από ταυτόσηµα
ϕερµιόνια.

∆ίνεται ότι για ένα µονοδιάστατο Αρµονικό Ταλαντωτή έχουµε :

ZC =
∞∑
n=0

e−β(n+1/2)h̄ω = e−βh̄ω/2
∞∑
n=0

{e−βh̄ω}n =
e−βh̄ω/2

1− e−βh̄ω
=

1

2 sinh(h̄ω/2kT )
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Στατιστική Μηχανική 2.

Η συνάρτηση επιµερισµού Ζ ενός συστήµατος ταυτόσηµων σωµατιδίων δίνεται από τη σχέση

Z =
∏
q

(
1± e−β(Eq−µ)

)±1 (0)

όπου το (+) είναι για Φερµιόνια και το (-) για Μποζόνια.

Β.1: Να ϐρείτε (παραθέτοντας τις πράξεις) το µέσο αριθµό σωµατιδίων fq = 〈nq〉 τα οποία ϐρί-
σκονται στην κατάσταση ενός σωµατιδίου µε ενέργεια Eq και για τις δύο περιπτώσεις.

Β.2: Να ϐρείτε την εντροπία του συστήµατος συναρτήσει των fq και για τις δύο περιπτώσεις.

Τα δύο ερωτήµατα είναι ϐαθµολογικά ισοδύναµα.

∆ίνεται ότι : S = k lnZ + kβU − kβµN̄ .

Κβαντοµηχανική 1.

Θεωρήστε σωµατίδιο µε µάζαm και σπιν 1
2
που αλληλεπιδρά µε πολύ ϐαρύ σωµατίδιο µε σπιν επίσης

1
2
µέσω του δυναµικού

V (r) =
k

r
s1 · s2,

όπου το k είναι ϑετική σταθερά και το r είναι η απόσταση µεταξύ τους.
(α) Για ποιά τιµή του ολικού σπιν s = s1 + s2 είναι δυνατόν να υπάρξουν δέσµιες καταστάσεις;
(ϐ) Αν υπάρχουν δέσµιες καταστάσεις, να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές ενέργειας για σφαιρικά συµµετρικές
κυµατοσυναρτήσεις (L = 0) της µορφής ψ(r, θ, φ)→ R(r) = Ne−λr.
(γ) Να ϐρεθεί η αναµενόµενη τιµή < r > της απόστασης (από την αρχή των αξόνων, δηλαδή από το
ϐαρύ σωµατίδιο) του σωµατιδίου µε µάζαm, αν αυτό περιγράφεται από µια τέτοια κυµατοσυνάρτηση.

Ενδεχοµένως χρήσιµες σχέσεις :

s2|s >= s(s+ 1)h̄2, ∇2ψ → 1

r2

d

dr

(
r2 dR(r)

dr

)
,

∫ ∞
0

drrne−ar =
n!

an+1

Κβαντοµηχανική 2.

Τα παρακάτω αναφέρονται σε κβαντικά συστήµατα µίας διάστασης που περιγράφονται εν γένει από
µία Χαµιλτονιανή της µορφής

H =
p2

2m
+ V (x)

(α) Να δείξετε ότι η χρονική εξέλιξη της µέσης τιµής κάποιου ϕυσικού µεγέθους Α περιγράφεται από
τη σχέση:

ih̄
d 〈A〉

dt
= 〈[A,H]〉

(ϐ) ∆είξτε ότι ο ϱυθµός µεταβολής της µέσης τιµής της ορµής σχετίζεται µε τη µέση τιµή της δύναµης
σύµφωνα µε το 2o νόµο του Νεύτωνα.
(γ) Τη χρονική στιγµή t = 0 µονοδιάστατος αρµονικός ταλαντωτής ϐρίσκεται στην κατάσταση

|Ψ(0)〉 =
1√
2

(|0 > +|1 >)
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όπου |0 > και |1 > η ϐασική και η πρώτη διεγερµένη κατάσταση, αντίστοιχα. Βρείτε τα 〈x(t)〉 , 〈p(t)〉.
Τυπολόγιο : Για κβαντικό αρµονικό ταλαντωτή:

a =

√
mω

2h̄
x+ i

√
1

2mωh̄
p, a|n >=

√
n|n− 1 >, a†|n >=

√
n+ 1|n+ 1 >

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Να απαντήσετε σε τρία ϑέµατα.

Καλή επιτυχία.
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ΗΜ 1.

Επίπεδος πυκνωτής αποτελείται από δύο παράλληλους οπλισµούς, σχήµατος δίσκου µε ακτίνα R,
που απέχουν απόσταση L << R (ώστε να ϑεωρούµε αµελητέα τα ϕαινόµενα των άκρων). Μεταξύ
των οπλισµών του πυκνωτή παρεµβάλλεται διηλεκτρικό υλικό µε σχετική διηλεκτρική σταθερά εr.
Το υλικό έχει το γεωµετρικό σχήµα των οπλισµών, έχει σταθερό πάχος D = aL, (0 < a < 1), και
είναι τοποθετηµένο παράλληλα µε τους οπλισµούς, όπου οι επιφάνεις του δίσκου του διηλεκτρικού
απέχουν x1 και x2, από τους απέναντι οπλισµούς, αντίστοιχα, (έτσι ώστε οπλισµοί και διηλεκτρικό
να είναι οµοαξονικοί).
(α) Αν η διαφορά δυναµικού µεταξύ των οπλισµών είναι ∆V , να υπολογιστεί η τιµή της ηλεκτρικής
µετατόπισης (D), του ηλεκτρικού πεδίου (E) και της πόλωσης (P ) στην περιοχή µεταξύ των
οπλισµών (εντός και εκτός διηλεκτρικού).
(ϐ) Στην ίδια περίπτωση, να υπολογιστούν τα ελεύθερα ϕορτία στους οπλισµούς, καθώς και η
επιφανειακή και η χωρική πυκνότητα δέσµιων ϕορτίων στο διηλεκτρικό.
(γ) Να υπολογίσετε την χωρητικότητα του συστήµατος (εξαρτάται το αποτέλεσµα από την σχετική
ϑέση του διηλεκτρικού ως προς τους οπλισµούς ;).

ΗΜ 2.

Σωληνοειδές πολύ µεγάλου µήκους µε n ϐρόχους ανά µονάδα µήκους και ακτίνα a διαρρέεται
από ϱεύµα I που αυξάνει µε σταθερό ϱυθµό, dI/dt > 0, και σχετικά αργό, ώστε να µπορούµε να
αγνοήσουµε το ϱεύµα µετατόπισης. Θεωρήστε ως άξονα z τη κατεύθυνση του µαγνητικού πεδίου.
(α) Υπολογίστε το επαγόµενο ηλεκτρικό πεδίο σε ένα σηµείο στον άξονα x ή y στο εσωτερικό του
πηνίου και σε απόσταση r από τον άξονά του.
(ϐ) Υπολογίστε το µέτρο και την κατεύθυνση του διανύσµατος Poynting S στο σηµείο αυτό. Ποια
είναι η ϕυσική σηµασία του ;

Μηχανική 1.

Υποθέστε ότι έχετε ένα είδος γενικευµένης µηχανικής όπου η λαγκρανζιανή εξαρτάται και από δεύ-
τερες παραγώγους των γενικευµένων συντεταγµένων ως προς το χρόνο, δηλαδήL = L(q, q̇, q̈, t), q =
(q1, q2, . . . , qn).
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Εφαρµόστε την αρχή του Hamilton µε τους περιορισµούς ότι στα άκρα της ολοκλήρωσης οι «µε-
ταβολές» (variations) όχι µόνο των qi αλλά και των q̇i είναι µηδέν και δείξτε ότι οι (διαφορικές)
εξισώσεις των Euler-Lagrange παίρνουν τη µορφή:

d2

dt2

(
∂L

∂q̈i

)
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+
∂L

∂qi
= 0

Μηχανική 2.

Βρείτε τις εξισώσεις κίνησης του Hamilton (κανονικές εξισώσεις κίνησης) για το σφαιρικό εκκρεµές.
∆είξτε τη διαδικασία που ϑα σας οδηγήσει στην εύρεση της κίνησης του συστήµατος , φ = φ(t), θ =
θ(t).

Στερεά Κατάσταση 1.

Θεωρήστε µία διάταξη µέτρησης Hall, στην οποία ο ηµιαγωγός είναι ενδογενές γερµάνιο (Ge), µε
ευκινησίες ϕορέων µe = 4000 cm2/Vs και µh = 2000 cm2/Vs, αντίστοιχα. Θεωρήστε γνωστό ότι,
στην περίπτωση που έχουµε δύο είδη ϕορέων, ο συντελεστής Hall δίνεται από τη σχέση

RH =
pµ2

h − nµ2
e

e(pµh + nµe)2

και ϑεωρήστε ότι στο Γερµάνιο έχουµε ίσες ενεργές πυκνότητες καταστάσεων στις Ϲώνες σθένους
και αγωγιµότητας, NV = NC = 9, 5× 1018 cm−3 , και ενεργειακό χάσµα Eg ≈ 0, 600 eV.
(α) Υπολογίστε την ενδογενή συγκέντρωση ϕορέων του Γερµανίου και τον συντελεστή Hall του
ενδογενούς γερµανίου. Πότε µηδενίζεται ο συντελεστής Hall ενός ενδογενούς ηµιαγωγού ;
(ϐ) Στην περίπτωση που οι διαστάσεις του ενδογενούς γερµανίου, της διάταξης Hall, είναι Lx ×
Ly × Lz = 10 mm × 2 mm × 0, 5 mm, η διαφορά δυναµικού που εφαρµόζεται κατά µήκος της
διεύθυνσης x είναι V = 5 V , και το µαγνητικό πεδίο που εφαρµόζεται κατά µήκος της διεύθυνσης
z είναι B = 500 G, να υπολογίσετε την πυκνότητα ϱεύµατος κατά µήκος της διεύθυνσης x και την
επαγόµενη τάση Hall κατά µήκος της διεύθυνσης y.
(γ) ∆είξτε ότι, στην περίπτωση έντονης νόθευσης (οπότε κυριαρχεί ένα είδος ϕορέων), η ανωτέρω
σχέση για τον συντελεστή Hall µεταπίπτει, µε καλή προσέγγιση, στην απλή µορφή του ενός είδους
ϕορτίων, και υπολογίστε τον συντελεστή Hall ενός µετάλλου µε τυπική συγκέντρωση ηλεκτρονίων
1022 cm−3.

∆ίδονται :

ni =
√
NcNV e−Eg/2kT , kT (300 K) ≈ 26 meV, e−6 ≈ 2, 5× 10−3, 1 G = 10−4 N/(Am)

Στερεά Κατάσταση 2.

(α) Σχεδιάστε την Irreducible Brillouin Zone (IBZ) και τα σχετικά σηµεία υψηλής συµµετρίας για
διδιάστατο (στο επίπεδο xy) τετραγωνικό πλέγµα σταθεράς a. Εξηγήστε (είτε µε λόγια, είτε µε
σχήµα) πως προκύπτει η IBZ και ποιες είναι οι διαστάσεις της.
(ϐ) ΄Εστω ότι κάθε σηµείο του παραπάνω πλέγµατος καταλαµβάνεται από άτοµο µε p τροχιακά
σθένους. Βρείτε την Χαµιλτονιανή µήτρα για τυχαίο κυµατάνυσµα k συναρτήσει των παραµέτρων

εp = 〈φpx|Hsp|φpx〉 = 〈φpy |Hsp|φpy〉 = 〈φpz |Hsp|φpz〉
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Vppσ = 〈φpx(r)|Hsp|φpx(r± ax̂)〉 = 〈φpy(r)|Hsp|φpy(r± aŷ)〉

Vppπ = 〈φpx(r)|Hsp|φpx(r± aŷ)〉 = 〈φpy(r)|Hsp|φpy(r± ax̂)〉 =

〈φpz(r)|Hsp|φpz(r± ax̂)〉 = 〈φpz(r)|Hsp|φpz(r± aŷ)〉

(ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΣ) ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ

〈χ1|H|χ2〉 =
∑
R

eik·R 〈φ1(r)|H|φ2(r−R)〉

Λέηζερ & Οπτοηλεκτρονική 1.

(α) ΓΙΑ ΕΝΑ ΕΝΕΡΓΟ ΥΛΙΚΟ LASER, ΣΕ ΘΕΡΜΙΚΗ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ, ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΕ ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΚΥ-
ΜΑΤΟΣ λ ΓΙΑ ΤΟ ΟΠΟΙΟ ΟΙ ΡΥΘΜΟΙ ΑΥΘΟΡΜΗΤΗΣ ΚΑΙ ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΗΣ ΕΚΠΟΜΠΗΣ,
ΕΞΙΣΩΝΟΝΤΑΙ ΟΤΑΝ Η ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑ ΕΙΝΑΙ 4500 K. [30 ΜΟΝΑ∆ΕΣ].

(ϐ)
(ϐ.1) ΕΑΝ Η ΕΝΤΑΣΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑΣ ΤΟΥ ΦΩΤΟΣ ∆ΙΠΛΑΣΙΑΖΕΤΑΙ ΜΕΤΑ ΑΠΟ ΕΝΑ ΑΠΛΟ
ΠΕΡΑΣΜΑ ΤΗΣ ΜΕΣΑ ΑΠΟ ΕΝΑΝ ΕΝΙΣΧΥΤΗ LASER ΜΗΚΟΥΣ 0, 5 m, ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΕ ΤΟ ΣΥΝ-
ΤΕΛΕΣΤΗ ΑΠΟΛΑΒΗΣ (ΕΝΙΣΧΥΣΗΣ) ΑΣΘΕΝΟΥΣ ΣΗΜΑΤΟΣ γ, ΘΕΩΡΩΝΤΑΣ ΜΗ∆ΕΝΙΚΕΣ ΑΠΩ-
ΛΕΙΕΣ.
(ϐ.2) ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΕ ΤΙΣ ΑΝΑΚΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΚΑΤΟΠΤΡΩΝ ΠΟΥ ΑΠΑΙΤΟΥΝΤΑΙ ΓΙΑ ΝΑ
∆ΙΑΤΗΡΗΘΟΥΝ ΟΙ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΣΕ ΕΝΑ LASER, ΤΟ ΟΠΟΙΟ ΕΧΕΙ ΜΗΚΟΣ 0, 1 m, ΘΕΩΡΩΝ-
ΤΑΣ ΟΤΙ Ο ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΑΠΟΛΑΒΗΣ (ΕΝΙΣΧΥΣΗΣ) ΑΣΘΕΝΟΥΣ ΣΗΜΑΤΟΣ ΕΙΝΑΙ 1 m−1. ΤΑ
ΚΑΤΟΠΤΡΑ ΕΧΟΥΝ ΤΙΣ Ι∆ΙΕΣ ΑΝΑΚΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΕΣ ΚΑΙ ∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΟΥΝ ΑΛΛΕΣ ΑΠΩΛΕΙΕΣ
ΣΤΗΝ ΚΟΙΛΟΤΗΤΑ ΤΟΥ LASER ΕΚΤΟΣ ΑΠΟ ΑΥΤΕΣ ΠΟΥ ΠΡΟΚΑΛΟΥΝ ΤΑ ΚΑΤΟΠΤΡΑ. [70
ΜΟΝΑ∆ΕΣ].

ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΄Η ΣΤΑΘΕΡΕΣ :
ΣΤΑΘΕΡΑ PLANCK h = 6, 63× 10−34 Js.
ΤΑΧΥΤΗΤΑ ΤΟΥ ΦΩΤΟΣ ΣΤΟ ΚΕΝΟ c = 3, 00× 108 m/s.
ΣΤΑΘΕΡΑ ΒΟΛΤΖΜΑΝΝ k = 1, 38× 10−23 J/K.
A10 = 8π~ν310B10/c

3, ρν = 8πν3~/c3[ehν/kT − 1].

Η εξέταση πραγµατοποιείται µε κλειστά ϐιβλία/σηµειώσεις.

Κάθε ϑέµα να απαντηθεί σε διαφορετική κόλλα χαρτί.

Τα ϑέµατα είναι ισοδύναµα. Να απαντήσετε σε τρία ϑέµατα

Καλή επιτυχία.
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