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1. ∆ίδονται τα παρακάτω δύο ηµιαγώγιµα υλικά, (αντιπροσωπευτικά των κυβικών 
ηµιαγωγών τύπου V και II-VI, αντίστοιχα), καθώς και οι αντίστοιχες παράµετροι, (τιµή 
και τύπος ενεργειακού χάσµατος, πλεγµατική σταθερά, σχετική διηλεκτρική σταθερά, 
και ενεργές µάζες ηλεκτρονίων-οπών).   

Υλικό Ενεργειακό Χάσµα  
Αµεσο(Α)/Εµµεσο(Ε) 
[eV] 

Πλεγµατική 
Σταθερά 
[Αο] 

Σχετική 
∆ιηλ/κή 
Σταθερά 

Ενεργός Μάζα 
οπών  
(mlh/mhh) [m0] 

Ενεργός Μάζα 
ηλεκτρονίων  

(m⊥ / m|| ) [m0]  

Ge 0,74 / (Ε) 5,66 16 0,04 / 0,30 0,08 / 1,60 

ZnSe 2,82 (A) 6,67 7 0,50 / 0,75 0,15 / 0,15 

α) Σχολιάστε το γεγονός ότι η εγκάρσια (m⊥) και η διαµήκης (m||) ενεργός µάζα 
ηλεκτρονίων, του ZnSe, είναι ίσες, αντίθετα από το Ge. Τι µορφή έχουν και πού 
βρίσκονται (ως προς το κέντρο της ζώνης Brillouin) οι ισοενεργειακές επιφάνειες των 
ηλεκτρονίων που καταλαµβάνουν τον πυθµένα της ζώνης αγωγιµότητας στα δύο 
αυτά υλικά; Σχεδιάστε τα ενεργειακά διαγράµµατα στον αντίστροφο χώρο, κατ’ 
εκτίµηση. 
β) Να υπολογιστεί η «µέση ενεργός µάζα» για τα ηλεκτρόνια  των δύο υλικών, καθώς 
και η απόσταση πλησιεστέρων γειτόνων, ( Ge-Ge), και (Zn-Se), αντίστοιχα. 
γ) Να υπολογιστούν οι ενεργειακές στάθµες δοτών ΕD σε καθένα από αυτά τα υλικά, 
καθώς και οι αντίστοιχες ακτίνες Bohr. Σχεδιάστε τα ενεργειακά διαγράµµατα στον 
ευθύ χώρο, κατ’ εκτίµηση. 
δ) Συγκρίνοντας: τις αποστάσεις πλησιεστέρων γειτόνων του ερωτήµατος (β) και τις 
ακτίνες Bohr του ερωτήµατος (γ), σχολιάστε το βαθµό αξιοπιστίας για τις ενεργές 
στάθµες δοτών που υπολογίστηκαν στο ερώτηµα (γ). 
ε) Εκτιµήστε, για ένα από τα δύο υλικά, (κατά προτίµηση εκείνο για το οποίο το 
ηµικλασσικό µοντέλο του Bohr ισχύει καλύτερα, σύµφωνα µε το ερώτηµα (δ)), την 

κρίσιµη συγκέντρωση δοτών (≈ τάξη µεγέθους) πάνω από την οποία η διακριτή 
στάθµη των προσµείξεων µετατρέπεται σε ζώνη, λόγω αλληλεπικάλυψης των 
κυµατοσυναρτήσεων  των ηλεκτρονίων γειτονικών δοτών. 
 [Υπόδειξη για το (γ): Θεωρείστε το κάθε υλικό ως συνεχές διηλεκτρικό µέσο και 
χρησιµοποιείστε: τα δεδοµένα του Πίνακα, την ενεργό µάζα του ερωτήµατος (β), και 
το ηµικλασικό µοντέλο του Bohr, σύµφωνα µε το οποίο, για ένα µονοηλεκτρονιακό 
άτοµο στο κενό, En=-(mee

4)/(8εο
2h2n2)=-(13.6 eV)/n2, rn=(εoh

2)n2/(πmee
2)=(0.5 Ao)n2 ] 

 
Λύση 
 

(α) ZnSe : m⊥=m|| επειδή το ZnSe είναι άµεσου (Α) ενεργειακού χάσµατος, εποµένως 
το Εmin βρίσκεται στο κέντρο της ζώνης Brillouin, όπου οι ισοενεργειακές επιφάνειες 

έχουν µορφή σφαίρας (k≈0 ⇒ λ → ∞, εποµένως το κυβικό κρυσταλλικό περιβάλλον 

αντιµετωπίζεται από τα ηλεκτρόνια, µε k≈0, ως ισότροπο, εξού και  η σφαιρική 
ισοτροπία των ισοενεργειακών επιφανειών). 
 

Ge : m⊥≠m|| επειδή το Ge είναι έµµεσου (Ε) ενεργειακού χάσµατος, εποµένως το 
EC.max βρίσκεται εκτός κέντρου της ζώνης Brillouin, οπότε οι ισοενεργειακές 
επιφάνειες έχουν µορφή ελλειψοειδούς.  



Τα, κατ’ εκτίµηση ενεργειακά διαγράµµατα, για τα δύο υλικά είναι ως εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(β)  Τα ηλεκτρόνια της ζώνης αγωγιµότητας των δύο υλικών χαρακτηρίζονται από 
ενεργές µάζες που έχουν σχέση µε την καµπυλότητα των σχέσεων διασποράς κοντά 
στο ελάχιστο της σχέσης διασποράς. 

Η ενεργός µάζα «πυκνότητας καταστάσεων» δίνεται από την σχέση 
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ενώ η «µέση» ενεργός µάζα δίνεται από τη σχέση 
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Υλικό Εg (Α)/ (Ε) [eV] a [Αο] 
rε   (mlh/mhh)  

[m0] 
 (m⊥ / m|| ) 
 [m0]  

m*
e,DoS 

[m0] 
me

* 
[m0] 

Ge (M=4) 0,74 / (Ε) 5,66 16 0,04 / 0,30 0,08 / 1,60 0.547 0.587 

ZnSe 2,82 (A) 6,67 7 0,50 / 0,75 0,15 / 0,15   

 
Η ενεργός µάζα (µέση, ή, Πυκνότητας καταστάσεων) για τον υπολογισµό της ακτίνας 
Bohr θα χρησιµοποιηθεί στο επόµενο ερώτηµα. Όπως φαίνεται από τις 2 τελευταίες 
στήλες του παραπάνω Πίνακα, η διαφορά ανάµεσα στις m*

e,DoS και me
* είναι λιγότερη 

από 10%. Παρ’ όλα αυτά, το ερώτηµα «ποια ενεργός µάζα χρησιµοποιείται στους 
κβαντοµηχανικούς υπολογισµούς» εξακολουθεί να υφίσταται. Αν θεωρήσουµε ότι οι 
τρεις βαθµοί ελευθερίας (κίνηση κατά µήκος των αξόνων x, y, και z) είναι ισοπίθανοι, 
τότε θα πρέπει, (σύµφωνα και µε την εκφώνηση του προβλήµατος), να 
χρησιµοποιηθεί η «µέση» ενεργός µάζα. 

Η απόσταση πλησιεστέρων γειτόνων υπολογίζεται από τη σχέση 
4

3
min

ar = , οπότε: 

rmin(Ge)=2.54 Ao,  rmin(ZnSe)=2.89 Ao 

 
(γ) Οι ενεργειακές στάθµες δοτών (απόσταση στάθµης δοτών από το ελάχιστο της 
ζώνης αγωγιµότητας) δίδονται (στην προσέγγιση του υδρογονοειδούς ατόµου του 
µοντέλου του Bohr) από τη σχέση 
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οπότε: 

meVEEGe
nDC 2.31: =−    

meVEEZnSe
nDC 6.41: =−  
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Τα (κατ’ εκτίµηση) ενεργειακά διαγράµµατα για τα δύο συστήµατα είναι 
 
 
 
 
 
 
 
Η «ακτίνα» της θεµελιώδους (άρα, µη-ιονισµένης) κατάστασης του «διαθέσιµου» 
ηλεκτρονίου του δότη δίνεται (στην προσέγγιση του υδρογονοειδούς ατόµου του 
µοντέλου του Bohr) από τη σχέση 
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D ArGe 6.13: =    
o

D ArZnSe 7.46: =  

 
(δ)  Από τα προηγούµενα ερωτήµατα 
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Οπότε, το µοντέλο του Bohr, που υποθέτει ότι το µέσο που φιλοξενεί την πρόσµειξη 
είναι ένα συνεχές διηλεκτρικό µέσο, αναµένεται να είναι πιο αξιόπιστο για το ZnSe, 
εφόσον, στο ZnSe, η ακτίνα του Bohr (που είναι ένα µέτρο της έκτασης της 
κυµατοσυνάρτησης του ηλεκτρονίου του δότη)  είναι πολύ µεγαλύτερη από την µέση 
απόσταση δύο διαδοχικών ατόµων του ZnSe, σε σχέση µε τον αντίστοιχο λόγο του 
Ge, (για το οποίο, εποµένως, το κρυσταλλικό υλικό διατηρεί περισσότερο τα 
χαρακτηριστικά διακριτού, µάλλον, παρά συνεχούς συστήµατος). 
 
(ε) Θα ασχοληθούµε µε το ZnSe, για το οποίο, σύµφωνα µε το προηγούµενο 
ερώτηµα, είναι πιο αξιόπιστη η προσέγγιση του συνεχούς µέσου και, εποµένως, και η 
θωράκιση της αλληλεπίδρασης Coulomb στο υδρογονοειδές άτοµο του Bohr, µε την 
σχετική διηλεκτρική σταθερά εr του υλικού. 

Το ερώτηµα είναι να υπολογιστεί η κρίσιµη συγκέντρωση δοτών (≈ τάξη 
µεγέθους) πάνω από την οποία η διακριτή στάθµη των προσµείξεων µετατρέπεται σε 
ζώνη, λόγω αλληλεπικάλυψης των κυµατοσυναρτήσεων  των ηλεκτρονίων γειτονικών 
δοτών. Η αλληλεπικάλυψη των κυµατοσυναρτήσεων των ηλεκτρονίων γειτονικών 
δοτών αρχίζει όταν έχουµε τόσους δότες ώστε να υπάρχει ένας τουλάχιστον σε κάθε 
σφαίρα ακτίνας ίσης µε την ακτίνα του Bohr, οπότε 
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2.  Κρύσταλλος πυριτίου ( meVeVEg 117017.1 == ) νοθεύεται µε προσµίξεις 

αρσενικού, ( meVEE DC 50=− ), σε συγκέντρωση 1017 (άτοµα As)/cm3. Να 

υπολογιστεί η στάθµη Fermi σε θερµοκρασίες, α) δωµατίου (300Κ), β) υγρού αζώτου 
(77Κ), γ) υγρού ηλίου (4Κ), µε βάση τη συνθήκη ουδετερότητας, στη µη-
προσεγγιστική της έκφραση. (Υπόδειξη: Σχεδιάστε, µε τη βοήθεια υπολογιστή, 
συναρτήσει της µεταβλητής ΕF, την συνάρτηση συνολικού φορτίου 

D AQ p � n �+ −= + − − , και προσδιορίστε την τιµή της µεταβλητής για την οποία η 

συνάρτηση φορτίου Q µηδενίζεται). δ) Να υπολογιστούν τα ποσοστά ιονισµού των 
προσµείξεων, σε κάθε περίπτωση.  ε) Να σχολιασθεί η συνέπεια των απαντήσεων 
στα ερωτήµατα α-δ, αν αυτά προέκυπταν µε βάση την σχέση που προϋποθέτει τον 
ολικό ιονισµό. 
 
Λύση 
(α-β-γ)       Η απαίτηση ουδετερότητας του συστήµατος «Ηµιαγωγός-προσµείξεις-

φορείς» ισοδυναµεί µε την σχέση  ( ) 0)()()()()( _ =−−+= +
FAFFDFF E�EnE�EpeEQ , 

της οποίας ρίζα είναι η ζητούµενη στάθµη Fermi. Στην παράσταση αυτή τα 
_,,, AD �n�p +   είναι µη-γραµµικές συναρτήσεις του FE   και του kT , Στη συγκεκριµένη 

περίπτωση, µάλιστα λείπει εντελώς ο όρος των αποδεκτών  ( 00 =⇒= −
AA �� ) 

Η ρίζα της παράστασης µπορεί να προσδιοριστεί γραφικά, όπως φαίνεται στο 

επόµενο σχήµα, όπου έχει χαραχτεί, ως συνάρτηση του FEx ≡ , η παράσταση 

 

       Q=1*10^17/(1+2*exp(-(1170-50-x)/kT))+1*10^19*exp(-(x)/kT)-2.4*10^19*exp(-(1170-x)/kT).  
 
 Στον προηγούµενο τρόπο γραφής έχει ληφθεί ως επίπεδο µηδενικής 

ενέργειας το µέγιστο της στάθµης σθένους ( 0≡VE ), ενώ ο όρος kT  παίρνει τις τιµές 

26 meV, (77/300)26=6.7 meV, και (4/300)26=0.35 meV, για τις θερµοκρασίες 300Κ, 
77Κ, και 4Κ, αντίστοιχα. 

 
Τα σηµεία µηδενισµού 
του ολικού φορτίου (ρίζες 
της παράστασης) δίνουν 
τις τιµές των αντιστοίχων 
επιπέδων Fermi. 
 

T=300K⇒EF=1026 meV 
 

T=77K  ⇒EF=1121 meV 
 

T=4K  ⇒EF=1145.5 meV 
 
ενώ η οριακή τιµή  είναι  

        meVEF 1145=  

[ ] 
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(Βλ. Άσκηση 6, Σειρά 3) 
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(δ) Στην προσέγγιση του ολικού ιονισµού και του εξωγενούς χαρακτήρα του 

συστήµατος ( DD ��n ≈≈ + ), η στάθµη Fermi υπολογίζεται από τη σχέση 
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C
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�
kTEE ln , σύµφωνα µε την οποία παίρνουµε, αντίστοιχα 

T=300K⇒EF≈ 1027.5 meV (έναντι του ακριβούς: 1026 meV) (διαφορά: 0.1%) 
 

T=77K  ⇒EF≈ 1133.3 meV (έναντι του ακριβούς: 1121 meV) (διαφορά: 1.1%) 
 

T=4K  ⇒EF≈ 1168 mev (έναντι του ακριβούς:  1145.5 meV)   (διαφορά: 1.9%) 
 
(ε) Παρ’ ότι οι διαφορές, από τις ακριβείς τιµές της στάθµης Fermi, δεν φαίνεται 
να ξεπερνούν το 2%, εντούτοις, υπάρχει αυξανόµενη ασυνέπεια (στις χαµηλές 
θερµοκρασίες) ανάµεσα στην προσέγγιση του ολικού ιονισµού και στο αντίστοιχα 

υπολογιζόµενο ποσοστό ιονισµού  
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, µε βάση την 

προσεγγιστική τιµή της FE , το οποίο παίρνει τις τιµές 94.6%,     6%,  και   10-60 % (!!!). 

Άρα η προσέγγιση του ολικού ιονισµού δίνει αυτοσυνεπή αποτελέσµατα µόνο για την 
θερµοκρασία δωµατίου και όχι για τις χαµηλότερες θερµοκρασίες 
 

Τα αντίστοιχα ποσοστά ιονισµού, µε βάση τις ακριβείς τιµές της στάθµης 
Fermi είναι:  94.9%,  30%, και  10-32 % (!) 
 
Παρατηρούµε ότι, παρά τις µικρές διαφορές τιµών «ακριβούς» και «προσεγγιστικής» 
επίλυσης για το επίπεδο Fermi, (και πέραν του κριτηρίου αυτοσυνέπειας), οι 
διαφορές ανάµεσα στο «ακριβές» και στο «προσεγγιστικό» ποσοστό ιονισµού είναι 
επίσης µεγάλες, στις χαµηλές θερµοκρασίες. 
3. α) Υπολογίστε το επίπεδο Fermi, σε θερµοκρασία δωµατίου, για τρία δείγµατα 
πυριτίου (Si) εµπλουτισµένα µε προσµίξεις φωσφόρου (P) µε συγκεντρώσεις 1015 
άτοµα/cm3, 1017 άτοµα/cm3, 1019 άτοµα/cm3, αντίστοιχα, υποθέτοντας πλήρη ιονισµό 
των προσµείξεων. β) Χρησιµοποιείστε τις τιµές που υπολογίσατε στο προηγούµενο 
ερώτηµα για το επίπεδο Fermi του καθενός δείγµατος και ελέγξτε κατά πόσο η 
υπόθεση του ολικού ιονισµού ευσταθεί, κατά περίπτωση. 
 
Λύση 
Η στάθµη Fermi, για την περίπτωση ηµιαγωγού τύπου-n, υπολογίζεται από την 
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Υποθέτοντας πλήρη ιονισµό, έχουµε : 0

DDn ��n ≈≈ +  

Σε θερµοκρασία Τ=300 Κ ⇒ kΤ≈ 25 meV, το Si έχει 3101045.1 −×= cmni  και 
319108.2 −×= cm�C , οπότε, στην ίδια θερµοκρασία, παίρνουµε, για τις τρεις 

διαφορετικές συγκεντρώσεις προσµείξεων τα εξής επίπεδα Fermi : 
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Παρόµοια υπολογίζουµε :  meVEEE CF 141)10()10( 1717 −=∆≡−  



και  meVEEE CF 7.25)10()10( 1919 −=∆≡−  

 
Το ποσοστό των ιονισµένων δοτών υπολογίζεται από τη σχέση: 








 −
−+

=
+

kT

EE�

�

FDD

D

exp21

1
, όπου : meVEEE

EEE

meVEE
FD

CF

DC
25)(

25
+∆=−−⇒





∆=−

=−
 

oπότε : 

( )
( )
( )







=

=

=

⇒

−

−

−

=−−
+

+

+

34.0

98.0

99.0

7.0

116

231

)(

19

17

15

10

10

10

DD

DD

DD

FD

��

��

��

meV

meV

meV

EE  

Εποµένως, η προσέγγιση του ολικού ιονισµού δίνει αποτελέσµατα για τα 
ποσοστά ιονισµού τα οποία είναι συνεπή µε την αρχική παραδοχή, για τις 
συγκεντρώσεις προσµείξεων 1015 και 1017, (ποσοστά 99% και 98%, αντίστοιχα), ενώ 
για τη συγκέντρωση προσµείξεων 1019, το αποτέλεσµα (34%) είναι σε προφανή 
ασυµφωνία µε την παραδοχή του ολικού ιονισµού. Άρα, για τη συγκέντρωση 
προσµείξεων 1019 cm-3, το επίπεδο Fermi θα πρέπει να υπολογιστεί µέσω της 
ακριβούς παραδοχής µηδενικού ολικού φορτίου (ουδετερότητας) του υλικού. (Βλ. 
Πρόβληµα 3.2) 



4. α) Στο πλαίσιο του απλού µοντέλου ενός υδρογονειδούς ατόµου του Bohr, για µία 
πρόσµειξη από την στήλη V του περιοδικού Πίνακα, (όπως το αρσενικό), σε ένα 
µονοστοιχειακό ηµιαγώγιµο υλικό από την στήλη IV του περιοδικού συστήµατος, 
(όπως το πυρίτιο), το ηµιαγώγιµο υλικό αντιµετωπίζεται ως ένα συνεχές διηλεκτρικό 
µέσο. Να αναφέρετε αν η ενέργεια της ενδοχασµατικής κατάστασης της πρόσµειξης 
εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά της πρόσµειξης, από τα χαρακτηριστικά του 
ηµιαγώγιµου υλικού που την φιλοξενεί, ή και από τα δύο, και να γράψετε τη σχέση 
που υποστηρίζει τον ισχυρισµό σας. β) Στον παρακάτω πίνακα, θεωρήστε ότι κάθε 
κενό τετράγωνο αντιστοιχεί στο σύστηµα «ηµιαγωγός-πρόσµειξη», που ορίζουν οι 
συντεταγµένες του, και συνδέστε µε ευθείες γραµµές (οριζόντιες, κατακόρυφες ή 
διαγώνιες, κατά περίπτωση) τα κενά τετράγωνα που χαρακτηρίζονται από την ίδια 
ενδοχασµατική ενέργεια δοτών. 

 Ηµιαγωγός 

Πρόσµειξη Ge Si 

As   

P   

γ) Αν υποθέσουµε ότι δύο ηµιαγώγιµα υλικά, όπως τα Si και Ge, έχουν περίπου ίδιες 
τιµές πλεγµατικής σταθεράς και περίπου ίδιες τιµές για την ενεργό µάζα των 
ηλεκτρονίων, αλλά διαφορετικές τιµές σχετικής διηλεκτρικής σταθεράς, (εr(Si)=12, 
εr(Ge)=16), να αναφέρετε για ποιο υλικό περιµένετε να ισχύει καλύτερα το παραπάνω 
µοντέλο (βλ. Ερώτηµα (α)) 
δ) Eνας στοιχειακός ηµιαγωγός, όπως οι παραπάνω, έχει πυκνότητα ενδογενών 
ηλεκτρονίων, σε θερµοκρασία δωµατίου, ni=1011 cm-3. Στον ηµιαγωγό αυτόν 
προσθέτουµε οµοιόµορφα κατανεµηµένες προσµείξεις, τύπου «δότες», µε 

συγκέντρωση, ND=3×1016 cm-3, και τύπου «αποδέκτες», µε συγκέντρωση NΑ=8×1016 
cm-3. Να υπολογισθούν, σε θερµοκρασία δωµατίου, οι συγκεντρώσεις ηλεκτρονίων 
(n) και οπών (p), καθώς και η διαφορά EF-EV, του επιπέδου Fermi από την κορυφή 
της ζώνης σθένους, αν το ενεργειακό χάσµα του υλικού είναι 0.8 eV, και οι ενεργές 
µάζες πυκνότητας καταστάσεων είναι mn

*=m0 και mp
*=0.5m0, 

 
Λύση 
(α) Η (ενδοχασµατική)  ενεργειακή στάθµη, στην προσέγγιση του υδρογονοειδούς 
ατόµου σε συνεχές διηλεκτρικό µέσο, υπολογίζεται από τη σχέση : 
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Εποµένως η τιµή της, εκτός από παγκόσµιες σταθερές (ενέργεια ιονισµού του 

υδρογόνου=13.6 eV, και m0), εξαρτάται και από τις παραµέτρους rε και *

em .  

 Η σχετική διηλεκτρική σταθερά rε  εξαρτάται από το (ηµιαγώγιµο) υλικό 

υποδοχής της πρόσµειξης. Η ενεργός µάζα *

em  του ηλεκτρονίου, (παρ΄ ότι αφορά το 

ηλεκτρόνιο που «ανήκει» στο άτοµο της πρόσµειξης), περιγράφει τις αδρανειακές 
ιδιότητες του ηλεκτρονίου στο κρυσταλλικό περιβάλλον στο οποίο «φιλοξενείται», 
(άλλωστε, υπολογίζεται αναλυτικά µέσω της δεύτερης παραγώγου των σχέσεων 
διασποράς του ηµιαγωγού, ως προς την µεταβλητή της κρυσταλλικής ορµής), 
εποµένως χαρακτηρίζεται, και αυτή, από το υλικό που φιλοξενεί την πρόσµειξη. 
 Άρα η ενέργεια της ενδοχασµατικής κατάστασης των «δοτών» εξαρτάται, στο 
πλαίσιο της παραπάνω προσέγγισης, αποκλειστικά από τον ηµιαγωγό που 
υποδέχεται την πρόσµειξη και όχι από τα χαρακτηριστικά της πρόσµειξης. 
 



(β) Σε σχέση µε τον Πίνακα του ερωτήµατος (β) και µε βάση τα επιχειρήµατα που 
αναγράφονται στο προηγούµενο ερώτηµα (α), έχουµε : 
 

 Ηµιαγωγός 

Πρόσµειξη Ge Si 

As   

P   

 
(γ) Όταν δύο ηµιαγώγιµα υλικά έχουν περίπου ίδια πλεγµατική σταθερά και ενεργό 
µάζα ηλεκτρονίου, το µοντέλο «του υδρογονοειδούς ατόµου σε συνεχές διηλεκτρικό 
µέσο» ισχύει καλύτερα για το υλικό µε τη µεγαλύτερη διηλεκτρική σταθερά, αφού η 

ακτίνα του Bohr είναι ανάλογη της rε . Όσο µεγαλύτερη είναι η ακτίνα του Bohr τόσο 

καλύτερα προσεγγίζεται το υλικό φιλοξενίας της πρόσµειξης ως ένα συνεχές 
διηλεκτρικό µέσο. 
 
(δ) Οι συγκεντρώσεις προσµείξεων τύπου ∆ότες και Αποδέκτες είναι τέτοιας τάξης 
µεγέθους που η υπόθεση του ολικού ιονισµού αποτελεί καλή προσέγγιση (βλ. και 
άσκηση 2.3(β)). Εποµένως µπορούµε να υποθέσουµε ότι : 
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Η απόσταση της στάθµης Fermi από το µέγιστο της ζώνης σθένους προκύπτει από 

την 
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Χρειαζόµαστε την V� , από τα δεδοµένα του προβλήµατος : 
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Αντικαθιστώντας: 317103.5 −×= cm�V  και  meVEE VF 59=−  

 
 



5. Θεωρήστε γνωστό ότι η συγκέντρωση ατόµων πυριτίου, σε έναν καθαρό 

κρύσταλλο πυριτίου είναι 5×1022 cm-3, η πυκνότητα ενδογενών φορέων σε 

θερµοκρασία δωµατίου ni=1.45×1010 cm-3, ενώ οι κινητικότητες ηλεκτρονίων και 
οπών είναι µe=1350 cm2V-1s-1 και µh=450 cm2V-1s-1, αντίστοιχα. 
α) ∆είξτε ότι, τόσο στην περίπτωση προσµίξεων τύπου n, (µε συγκέντρωση ND), όσο 
και (ανεξάρτητα) στην περίπτωση προσµίξεων τύπου p, (µε συγκέντρωση NA), 
µπορεί να προσδιορισθεί κατάλληλη συγκέντρωση προσµείξεων, (ΝD,κρίσιµη= ; , ή 
NA,κρίσιµη = ; , αντίστοιχα), για την οποία το υλικό παρουσιάζει ελάχιστη αγωγιµότητα. 
Ποια είναι η τιµή της ελάχιστης αγωγιµότητας στις δύο περιπτώσεις; 

β) Να υπολογιστεί η αντίσταση ενός κύβου 1×1×1 cm3 πυριτίου σε θερµοκρασία 
δωµατίου όταν είναι: β1) απολύτως καθαρός, β2) όταν έχει προσµίξεις αρσενικού (As: 
της στήλης V του περιοδικού συστήµατος) σε αναλογία ατόµων 1/109, β3) όταν έχει 
προσµίξεις βορίου (B: της στήλης III του περιοδικού συστήµατος) στην ίδια αναλογία 
ατόµων 1/109, ως προς το πυρίτιο. 
γ) Η προσθήκη προσµίξεων αυξάνει πάντοτε την αγωγιµότητα ενός ηµιαγωγού, ή 
όχι, και γιατί; 
[Σε όλους τους υπολογισµούς να θεωρηθεί ότι οι προσµίξεις έχουν υποστεί ολικό 
ιονισµό] 
 
Λύση 

(α1) Από την υπόθεση του ολικού ιονισµού D�n ≈  

και από τον νόµο δράσης των µαζών  
D

i

�
n

p
2

=  

οπότε, η αγωγιµότητα ( ) 







+=+= h

D

i
ehe

�

n
nepne µµµµσ

2

. 

Ακρότατο της σ  ως προς D� : 
e

h
icritDh

critD

i
e

�D

n�
�

n

d�

d

critD

µ
µ

µµ
σ

,2

,

2

00

,

⇒=−⇒=  

Είδος ακρότατου : 02
3

2

2

2

,

>







= h

D

i

�D �

n
e

d�

d

critD

µ
σ

, άρα: ελάχιστο. 

Η ελάχιστη τιµή της αγωγιµότητας: 
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(α2) Με παρόµοιο τρόπο, βρίσκουµε : 
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Η αγωγιµότητα σ  θα υπολογιστεί, κατά περίπτωση, για 

το καθαρό και το νοθευµένο πυρίτιο 
 

(β1) Στο καθαρό πυρίτιο οι συγκεντρώσεις φορέων είναι ίσες, inpn == , οπότε : 
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(β2) Στην περίπτωση των προσµείξεων αρσενικού έχουµε 
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Άρα, 313105 −+ ×=≈≈ cm��n DD , και 
( ) 36

313

23102

102.4
105

1045.1 −
−

−

×=⇒
×
×

== cmp
cm

cm

n

n
p i , 

Εποµένως, η αγωγιµότητα προσδιορίζεται κυρίως από τους φορείς πλειονότητας n , 
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(γ) Η προσθήκη προσµείξεων ενός είδους δεν αυξάνει πάντοτε την αγωγιµότητα ενός 
ηµιαγωγού, αφού λόγω του νόµου δράσης των µαζών και της διαφορετικής 
ευκινησίας ηλεκτρονίων και οπών µπορεί να προσδιοριστεί ακρότατο, όπως 
αποδεικνύεται στο ερώτηµα (α). 

 

 

 



6. α) Υποθέστε ότι οι ενεργές µάζες πυκνότητας καταστάσεων ηλεκτρονίων και οπών 
του πυριτίου (Si) και του γερµανίου (Ge) είναι της ίδιας τάξης µεγέθους, τα ενεργειακά 
τους χάσµατα είναι 1.17eV και 0.66eV, αντίστοιχα, και η ενδογενής συγκέντρωση 
φορέων του πυριτίου σε θερµοκρασία δωµατίου είναι ni=1.5x1010cm-3.  Εξηγείστε 
γιατί προσµείξεις Sb, σε συγκέντρωση 1012 cm-3, καθιστούν, σε θερµοκρασία 300Κ, 
ηµιαγωγό τύπου n το πυρίτιο αλλά όχι το γερµάνιο. β) Υποθέστε ότι έχετε επαφή p-n 
πυριτίου µε συγκεντρώσεις ολικά ιονισµένων προσµείξεων ΝΑ και ND, αντίστοιχα σε 
κάθε πλευρά. Εκφράστε την τάση επαφής συναρτήσει του ενεργειακού χάσµατος Εg, 
των συγκεντρώσεων NA και ND,  των ενεργών µαζών mn

* και mp
*, των παγκοσµίων 

σταθερών e (φορτίο ηλεκτρονίου), k(σταθερά του Bolzmann) και h (σταθερά του 
Planck), και της θερµοκρασίας Τ.  
 
Λύση 
(α) Σύµφωνα µε τις παραδοχές του προβλήµατος 

)()()()( *

,

*

, Ge�Si�GemSim CCDoSeDoSe =⇒= ,     και 

)()()()( *

,

*

, Ge�Si�GemSim VVDoShDoSh =⇒= ,  

αλλά kT

E

CVi

g

e��n 2
−

= , οπότε 42

)()(

107.2)()(
)(

)(
××=⇒=

−

SinGene
Sin

Gen
ii

kT

GeESiE

i

i

gg

 

Άρα, 310105.1)( −×= cmSini , και 314104)( −×= cmGeni  

 ενώ    31210)( −= cmSb�D  

∆ηλαδή, )()()( GenSb�Sin iDi <<  και, εποµένως, στο Ge κυριαρχούν οι ενδογενείς 

φορείς (400 φορές περισσότεροι από τους ∆ότες), ενώ στο Si κυριαρχούν οι 
εξωγενείς φορείς (περίπου 70 φορές περισσότεροι από τους ενδογενείς φορείς). 
 
(β) ∆υναµικό επαφής 
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Εποµένως, το δυναµικό επαφής προσδιορίζεται, πρωτίστως, από το 
ενεργειακό χάσµα του ηµιαγώγιµου υλικού, και µεταβάλλεται µε τη θερµοκρασία µε 
έναν τρόπο που εξαρτάται και από το υλικό (ενεργές µάζες) και από τη συγκέντρωση 
των φορέων πλειονότητας, στις δύο πλευρές της επαφής. 
 



7. Ο λεγόµενος νόµος δράσης των µαζών, np=ni
2=NVNCexp(-Eg/kT), ισχύει 

ανεξάρτητα από την προέλευση (ενδογενή ή εξωγενή) των ηλεκτρονίων και των 
οπών, µε συγκεντρώσεις n και p, αντίστοιχα. α) Να υπολογίσετε τις ενδογενείς 
συγκεντρώσεις ηλεκτρονίων και οπών στο οµογενές πυρίτιο, σε θερµοκρασία 600Κ, 
οπότε το ενεργειακό του χάσµα έχει µειωθεί στο 1eV. β) Να υπολογίσετε τις 
συγκεντρώσεις φορέων, για πυρίτιο µε οµογενείς προσµείξεις δοτών και αποδεκτών, 

σχεδόν ολικά ιονισµένων, (ΝD≈ND
+, και ΝΑ≈NΑ

-, αντίστοιχα) όπου ΝD-NA=∆n=(5×1016 

-1×1016) cm-3. γ) Να υπολογίσετε την τιµή της στάθµης Fermi, σε θερµοκρασία 600Κ, 
ως προς το µέγιστο της ζώνης αγωγιµότητας, για τις περιπτώσεις (α) και (β), 
αντίστοιχα. 

∆ίδονται, για το πυρίτιο σε θερµοκρασία δωµατίου (kT≈26meV): 
Ενεργειακό χάσµα= 1.1 eV, Ενεργές πυκνότητες κβαντικών ενεργειακών 

καταστάσεων: (Ζώνη Σθένους)= 1.×1019 cm-3, (Ζώνη Αγωγιµότητας)=2.4×1019cm-3, 
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Εποµένως: αν 39109.4)300( −×= cmKni  
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(β) Νόµος δράσης των µαζών  2
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Η φυσικώς αποδεκτή ρίζα του τριωνύµου που προκύπτει από το συνδυασµό των δύο 
προηγουµένων σχέσεων είναι η  

( ) ( )[ ] ( ) 3162 1044
2

1 −×=−≈+−+−= cm��n����n ADiADAD  
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