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A.1  Το διάνυσµα  θέσης ενός κινούµενου σώµατος µε µάζα 100kg είναι  zytxttr ˆ33ˆ25ˆ16)( 2 ++=  
(σε m όταν ο χρόνος είναι σε s).  
Να βρεθούν: α)  η ταχύτητα του σώµατος και η επιτάχυνσή του. β) η ορµή του και η δύναµη που 

ασκείται στο σώµα. γ) η στροφορµή του vrL
rrr

×≡ m  και η ροπή της δύναµης Fr-
rrr

×≡  ως προς την 
αρχή των αξόνων  
 
A.2   Οι συντεταγµένες ενός σηµείου που κινείται πάνω στο επίπεδο xy  δίνονται, συναρτήσει του   
χρόνου t , από τις σχέσεις:   ttx 5sin3)( = ,   tty 5cos4)( =   (σε m όταν ο χρόνος είναι σε s).  
Να βρεθούν: 
(α)  Οι συνιστώσες της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του σηµείου.    
(β)  Τα µέτρα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του σηµείου.    
(γ)  Η εξίσωση της τροχιάς του σηµείου.   
 

A.3 (α) ∆ίνεται η συνάρτηση 2( , , ) 3
y

f x y z x y
z

= +  υπολογίστε τις παραγώγους  

2 2 2 2
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  ως προς x, y, z. 

(β) Οµοίως για την συνάρτηση 
1

g
r

= όπου 2 2 2r x y z= + + . 

 

Α.4  Το πλάτος εξαναγκασµένου ταλαντωτή δίνεται από τη σχέση: Α(ω) = 1/√(1+2 ω2+ω4).  Έστω ότι 
ω=1, αλλά για κάποιο λόγο συµβαίνει µια µικρή αλλαγή κατά  δω = +0.01. Πόση θα είναι η αλλαγή 
στο Α(ω); 
 

A.5   Κιβώτιο µάζας m είναι δεµένο µε σκοινί το οποίο περνάει από τροχαλία η οποία είναι σε ύψος  
H πάνω από το κιβώτιο. Το άλλο άκρο του σκοινιού είναι δεµένο σε αυτοκίνητο το οποίο κινείται 
οριζόντια µε σταθερή ταχύτητα v0. Τη χρονική στιγµή t=0 το κιβώτιο είναι στο έδαφος και το 
αυτοκίνητο βρίσκεται δίπλα στο κιβώτιο. (α) Βρείτε την ταχύτητα v µε την οποία κινείται 
κατακόρυφα το κιβώτιο σαν συνάρτηση της θέσης x του αυτοκινήτου. (β) Βρείτε την επιτάχυνση a 
του κιβωτίου σαν συνάρτηση του x. (γ) Βρείτε την οριακή τιµή της ταχύτητας και της επιτάχυνσης. 
 
A.6   ∆ύο χάντρες Α και Β συνδέονται µε µία συµπαγή ράβδο µήκους L. Τα δύο σώµατα ολισθαίνουν  
κατά µήκος δύο κάθετων αξόνων x και y αντίστοιχα. Αν η χάντρα Α ολισθαίνει προς τα αριστερά 
δηλαδή προς την αρχή O των δύο αξόνων µε σταθερή ταχύτητα v0, βρείτε την ταχύτητα της Β όταν η 
ράβδος σχηµατίζει γωνία θ=30

0, 45
0
 , 60

0 µε τον άξονα των x. 
 
 
A.7  (α) Μέλισσα πλησιάζει στην κυψέλη της ακολουθώντας σπειροειδή τροχιά που περιγράφεται 
από τις εξισώσεις r=b-ct και dθ/dt=-kt, σε πολικές συντεταγµένες. Υπολογίστε την ταχύτητά της 
ως συνάρτηση του χρόνου. (β) Όταν φεύγει από την κυψέλη ακολουθεί τροχιά που περιγράφεται 
από τις σχέσεις r=beat και  θ=ωt. ∆είξτε ότι η γωνία ταχύτητας και επιτάχυνσης παραµένει 
σταθερή µε το χρόνο.  
 
A.8  ∆ύο σωµατίδια µε µάζες  m  και  2m,  κινούνται έτσι ώστε να έχουν διανύσµατα θέσης 

zyxr1
ˆ)25(ˆ)44(ˆ)23( 22 tttt +++++=

r
    και    zyxr ˆ)41(ˆ)2910(ˆ)20( 22

2 ttttt ++−++−−=
r

 
αντίστοιχα, όπου t = χρόνος (οι αποστάσεις σε m και ο χρόνος σε s).   
(α)  Αποδείξετε ότι τα σωµατίδια θα συγκρουσθούν και βρείτε πότε θα συµβεί αυτό. Απ.:  s 2=τ  



 

(β)  Ποια δύναµη ασκείται πάνω στο κάθε σωµατίδιο; Ποια είναι η ολική εξωτερική δύναµη που 

ασκείται στο σύστηµα;    Απ.:  0F =ολ

r
 

(γ)  ∆ιατηρείται η ορµή του συστήµατος; Αν ναι, πόση είναι;   Απ.:  )ˆ10ˆ18ˆ( zyxP ++= mολ

r
 

(δ)  Αν µετά την κρούση τα σωµατίδια ενώνονται σε ένα, να βρεθεί η θέση τους ως συνάρτηση του 
χρόνου.  Απ.:  )ˆ10ˆ18ˆ()ˆ7ˆ24ˆ40( 3

1
3
1 zyxzyxr +++++= t

r
 

 
Α.9  Σώµα µάζας m κινείται σε τροχιά που δίνεται σε παραµετρική µορφή από τις συντεταγµένες του 
σώµατος:   tax ωsin3= ,   tay ωsin4= ,   taz ωcos5= ,   όπου t = χρόνος, και ω και a είναι θετικές 
σταθερές. Αποδείξετε ότι η τροχιά είναι επίπεδη, δείχνοντας ότι σε τρεις διαφορετικές χρονικές 
στιγµές t1, t2, t3, τα αντίστοιχα διανύσµατα θέσης 321 ,, rrr

rrr
 είναι συνεπίπεδα. Συνθήκη: 

1 2 3( ) 0r r r⋅ × =
r r r

. Ποιό είναι το σχήµα της τροχιάς; 

 
 
Α.10  Σηµειακή µάζα m  κινείται πάνω σε τροχιά που δίνεται σε παραµετρική µορφή ως 

2),sin(),cos( tbztaytax === ωω , 
όπου t  είναι ο χρόνος, και ba,  και ω   είναι θετικές σταθερές.   

(α)  Να βρεθεί το διάνυσµα θέσης r
r

, η ταχύτητα υ
r

 και η επιτάχυνση 
r
γ  της µάζας συναρτήσει του 

χρόνου.   

(β)  Αν Κ είναι ένα σηµείο πάνω στον άξονα των z  που έχει διάνυσµα θέσης zzc ˆˆ 2btz ==
r

, και 

crR
rrr

−=  είναι το διάνυσµα από το σηµείο Κ στη µάζα, να βρείτε το διάνυσµα  R
r

 και να δείξετε 
ότι η απόσταση της µάζας από το σηµείο Κ ή τον άξονα των z  είναι σταθερή.   

(γ) Βρείτε τη δύναµη F
r

 που ασκείται πάνω στη µάζα. ∆είξετε ότι αποτελείται από δύο συνιστώσες: 
µία κεντροµόλο δύναµη µε σταθερό µέτρο προς το σηµείο Κ, και µία σταθερή στην κατεύθυνση 

z .    Απ.:  zRF ˆ2ˆ2 mbRm +−= ω
r

 

(δ) Υπολογίστε τον στιγµιαίο ρυθµό παραγωγής έργου από τη δύναµη, υ
rr
⋅= FP , και δείξτε ότι 

εξαρτάται µόνο από την κίνηση στην κατεύθυνση z . Απ.:  tmbP 24=  
 

A.11   ∆ίνεται ότι: 
2 3

1 ...
2! 3!

x x x
e x= + + + +   για κάθε x. Να υπολογιστεί η τιµή του 1,0e  µε ακρίβεια  

τριών δεκαδικών ψηφίων. Πόσο είναι το σφάλµα στο 1,0e  αν υποθέσουµε ότι είναι  α) xe x +≈1   

β) 
2

1
2

x x
e x= + +  

  

Α.12  Εστω ότι το διάνυσµα θέσης ενός κινητού περιγράφεται από τη συνάρτηση )(trr =  και ότι s 
είναι το µήκος της τροχιάς, όπως το µετράµε µε αφετηρία κάποιο σηµείο αναφοράς της τροχιάς. 

Ορίζουµε τα µοναδιαία διανύσµατα $T ˆ,ˆ , το µεν T̂ εφαπτοµενικό στην τροχιά, κατά τη φορά της 

κίνησης, το δε $̂ κάθετο στο T̂ κατά τη φορά του dtTd /ˆ ( ή του )/ˆ dsTd . ∆είξτε ότι τα διανύσµατα 

της ταχύτητας και της επιτάχυνσης γράφονται ως εξής: Tvv ˆ= και $
v

T
dt

dv
a ˆˆ

2

ρ
+= , όπου 

ds

Td
k

ˆ1
==

ρ
, η τοπική καµπυλότητα της τροχιάς και ρ η τοπική ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς. 

Οι δυο συνιστώσες της επιτάχυνσης είναι η επιτρόχια και η κεντροµόλος επιτάχυνση, αντίστοιχα. 
 
 

Α.13  Η ροπή µιας δύναµης ως προς το σηµείο Ο ορίζεται ως Fr-
rrr

×≡ , όπου r
r

 είναι το διάνυσµα 
από το Ο στο σηµείο στο οποίο ασκείται η δύναµη Να δειχθεί ότι η ροπή δύο ίσων και αντίθετων 

δυνάµεων F
r

 και F
r

−  που ασκούνται στα σηµεία 1r
r

 και 2r
r

 αντίστοιχα (ζεύγος δυνάµεων), είναι 
ανεξάρτητη του σηµείου ως προς το οποίο υπολογίζεται. 



 

 

Α.14  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών:  0( )
dv

F v m t
dt

µ µ= + + . Όπου F, µ 

και m0 σταθεροί αριθµοί. 
 

Α.15  (α)  Έστω η συνάρτηση ( )
A

f r
r

= , εάν r R h= + όπου h R<< . Να γίνει ανάπτυξη της 

συνάρτησης σε σειρά Taylor γύρω από το R. (β) Να κάνετε ανάπτυξη των συναρτήσεων cos , sinθ θ  

γύρω από το µηδέν και να δείξετε ότι ισχύει cos sinie iθ θ θ= + . 
 
Α.16  Χρησιµοποιώντας τις τριγωνοµετρικές ταυτότητες:  
sin( ) sin cos sin cosα β α β β α+ = +  , cos( ) cos cos sin sinα β α β α β+ = −   

να δείξετε ότι ισχύει 0 0cos sin sin( ) cos( )A B x xω ω ω φ ω θ+ = + = + . Υπολογίστε τις ποσότητες 

0 , ,x φ θ . 

Α.17  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση 3 2dy
y t

dt
= µε αρχικές συνθήκες 0, 1t y= = . 

Α.18  ∆ίνεται η συνάρτηση 2 /( ) x af x Ax e−=  όπου ,A a  θετικές σταθερές. Να βρεθούν τα ακρότατα 
της συνάρτησης, που έχουµε ευσταθή ισορροπία και που έχουµε ασταθή ισορροπία;  Να σχεδιαστεί 

πρόχειρα η καµπύλη  f(x). Οµοίως για την συνάρτηση 2 2 2( ) ( )g x x b= − . 

 
Α.19  Η γραµµική πυκνότητα  λ (µάζα ανά µονάδα µήκους) µιας λεπτής ράβδου ΑΒ µήκους  L δίνεται 

από την σχέση  
2 3

( ) ( )
2

m x
x

L L
λ = + , όπου x η απόσταση από κέντρο (µέσον) Ο της ράβδου. Να 

υπολογίσετε τη µάζα M  της ράβδου. 
 
Α.20  (α) Να υπολογίσετε το µήκος της περιφέρειας και το εµβαδόν ενός δίσκου ακτίνας  R. (β) Να 
υπολογίσετε το εµβαδόν της επιφάνειας µιας σφαίρας ακτίνας R καθώς και τον όγκο της. 
 

 
 


